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论 章法 及 其 有 关 的 若干 应 用 
~ 一 列 素 数 的 分 布 问题 一 
- 


《中 国 科学 院 数 学 研究 所 ) 


1. 和 苦果 的 陈述 e 


本 妇 的 宗旨 在 于 证 明 作 者 在 [1] 内 所 提 及 的 至 部 烙 果 , 现 站 将 本 广 的 精 果 圩 过 于 下 : 
定理 1、 命 F(*) 表 一 无 固定 素 因 子 的 不 次 衣 锡 整 值 多 项 式 ， 命 





+1， 著 1<k< 5 
人 若 & > 5 (9 
此 处 z 是 适合 下 面 不 等 式 的 最 小 正 整 数 


4.8396”” 4.8396 时 十 5 。 

则 在 和 令 烈 CEFGCx)) 中 存在 无 限 多 个 不 超过 * 个 素数 的 乘积 . 

例如 存在 无 限 多 个 x, 使 x 十 2 的 素 因 子 个 数 ( 包 括 相 同 的 与 相 异 的 ) 不 多 于 4 . 
与 此 相 类 似 , 有 


1 
定理 2， 届 和 为 一 正 整数 , 命 和 适合 (1 及 (2), 则 当 * 充分 大 时 ,区 间 x 雪 风 和 之 十 2 
叶 as 屋 有 一 个 不 超过 > 个 素数 的 乘积 . 


一 般 说 来 ,对 于 某 些 特定 的 & (定理 2 中 下 不 一 定 是 整数 ) 定理 1 及 2 还 可 以 略为 政 
善 一 些 , 例 如 得 到 : 
定理 3. 当 * 充分 大 时 , 则 


1 
(i) 区 间 x< ”和 x +%2 中 司 有 一 个 不 超过 2 个 素数 的 乘积 ; 
(ii) 区 间 * < ”和 x* +x9 中 司 有 一 个 素 因 子 个 数 不 超过 3 的 整数 ; 


1 
(ii) ”区间 * < ”和 * +ximtys 中 居 有 一 个 不 多 于 103 个 素数 的 乘积 。 
本 妇 并 不 需要 复杂 的 数值 计算 , 所 有 的 计算 过 程 都 在 文章 中 给 予 详 区 的 交代 。 但 关 
于 以 上 问题 的 历史 及 其 发 展 在 此 都 从 略 了 (著者 可 以 参看 Brunm]，RademacherBl, Riccic ， 
Kuhnt671，JIHRHHKBI ) . 
本 以 加 妃 ， 思 和 和 和 和 表示 素数 ,不 再 一 一 声明 了 。 
最 后 ,作者 圳 心 感谢 华罗庚 教授 的 亦 励 与 帮助 . ss 


2. 儿 条 绚 理 
以 下 告 命 ECz) 为 无 固定 素 因子 的 不 砍 饶 锡 整 值 多 项 式 , 当 请 > 下 时 ,以 如 ( 革 表示 


妆 
间 








同 余 式 
F(Cx) 三 0 (modzp) (1 和 x 委 为) 


的 解数 , 当 > 无 平 考 畔 子 且 ”区 素 因子 项 天 于 天 时 ) 命 w(n) 一 再 >)， 
引 1 (Nagell ) 
R(x) = .人 刀 ( 放 ) log 如 一 logx 十 O(C1)， 








上 < 忆 户 魏 
人 tp 加) _ 1 
SCGxJ = 2 一 上 -一 loglogzy 十 pr 二 0 
<b<x log x 


二 _ 矶 ( 力 ) ri 、 二 肖 

全 We 由 《 本 log x 本 和 -) | 

此 处 Pr, pr 及 与 0” 有 关 的 常数 仅 与 FCx) 有 关 . 
引 2. 当 > 无 平 太 因 子 及 # 的 素 因 子 骨 大 于 kz(z) 六 0 时 , 命 Xz) 一 [大 p)， 此 


砂 } 多 
= 一 上 _ 一 1 出 
狂 蕊 轧 ) rr ] 则 
， 机 汪 = 一 orlogz 十 of(logz)， 
2 


1 


ms 0 
此 处 几 三 本 :一 可 ( 8 , 与 “o” 有 关 的 常数 仅 与 F(x) 有 关 . 
刀 << 氏 En 本 tp 人力 的 





起 ; 由 于 w(z) 委 , 故 当 ”无 平方 因子 时 ,mw(z) 和 Km = 0(02)， 此 处 9(2) 表示 
2z2 的 不 同 素 因 子 的 个 数 , 而 *e 为 任意 正 数 , 与 “0” 有 关 的 常数 仅 与 s 及 Fw) 有关。 因此 


级 数 ” 立 人 当 > 0 时 和 契 对 收 敏 , 故 当 * > 0 时 


少 
全 1 全 并 六 这 











时 雹 区 ” > 


下 这 > 大 tb) 二 0 
人 人 


= 县 hg 区 天 下 4- 六 et+9~ 


1 


二 
ws 忆 x 打 玫 和 
交 











人 -3 Le 宙 


of 册 2 《一 oo = pe ， T(G-3 也 ) 
其 中 YY 表示 Euler 常数 ， 


1) 由 Mertens 定理 得 : 故 QF 一 (ce7MF)， 








Ti 4- 
K<D<e 














= 一 mean- -mn eaamew 上 一 am- 
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另 一 方面 ; 妈 % zz) 一 ”之 史 全 则 当 *， > 0 时 有 
苦 委 多 孙 


LA 区 区 让 
wz) 二 0 
3 


和 





故 得 ax(z) = xrlogx(1 十 o(1)).〈 套 看 [10]). 
引 3. 车 1<x<< 有 为 固定 两 正 数 , 则 
3 人 1 +of( 上 )， 
2 一 1 logx log yx 
2 户 ]og 妃 
此 处 与 “0” 有 关 的 常数 仅 与 FLx ) 有 关 . 
让 :由 引 1 可 知 RCz) 一 log 十 roxr 一 OCI) 故 


0 


1 1 光 1 1 


万 
二 = 思 ]jog 一 - 二 一 log log 一- 
k<x 月 <bp<xa 站 亡 KK<x 有 月 <o<xa - dg， 72 


3 logz 一 log(2 一 |) 十 7 二 re-: 一 开 + 工 ， 
工 二 log zlog 二 上 1 logwlog 二 
kK<xB<n<xea 了 思 <xB<o<xa - 儿 























， 十 ox- 人 一 


一 zlog zlog 二 
力 


之 : 





K<x8<w<xa 
1 


本 


1 
= | 0 (证 变换 logz 一 一 8 ) = 
xp 区 3 十 1 
1 6g log 一 











B-1 ou - 
| 人 + 0(s 外 二 -上 log 上 一 虐 卡 0 交 ， 




















logx Je-1l 8 jog x 2 一 荆 
之 :二 之 St 本 区 P 丰 4) 一 
7 村 1 一 客 
2 本 log log (2 十 1)log mr 
1 1 1 1 
= of )+ of )= of( : 
log yx 之 了 ]og 7 log2x log x 
wo 
引 理 证 完 . 
3 十 -直人 


” | 生 | da < i < mm )， 此 处 gj，.………，4w 为 不 超过 不 的 至 体 素 因 子 ， 相 


1=1 -0Gi; 
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玉 一 朵 w+ 欠 予 一 组 整数 


1 
天; 工科 mi 和 aivp)S 人 ( 一 1 2 (mw) 
适合 ai 去 oj (mod 妨 ) (六 六 轧 )， 此 处 和 二 及 < … 为 大 于 4& 且 使 w(p) 六 0 的 全体 素 
数 〈xw(z) 的 定义 乞 $ 2). 命 PC(x*, 5) 为 适合 下 面条 件 的 整数 的 个 数 
1 和 和 ?和 xz 三 a(mod 民 )，2 去 oji(mod 广 ) (1 称 和 rr， 1 委 ) 和 mr( 太 )). (3) 
此 处 久 为 不 超过 的 最 大 素数 . 
由 于 ti( 力 ) 委 及 ， 命 Gio(pi)+l 一 Wolpi)+2 二 “一 0 一 Giwtpi) 4 一 1,2,.…)。 当 
1 和 j 委 丰 时 ,由 孙子 定理 可 知 同 余 式 组 
# 三 ii (mod 广 ) (1 和 1 委 7) 
在 区 间 1 科 2 私 加, '…， 久 内 有 唯一 的 解 , 衣 之 为 w。 因 此 适合 条 件 (1) 与 适合 下 面条 件 
的 整数 个 数 相同 
1 委 x# 委 xz 三 xc(mnodR)，(2 一 b) (2 一 ai) 夫 0(mnod 广 ) (1 和 ii 委 ”)、(4) 








定理 A， 命 c> 0,P= 开 训 。 则 对 于 任何 答 予 的 整数 烈 (ww), 下 式 一 致 成 立 


= 


攻 


Pw(x，65) 和 二 040S log 人)， 


之 帮 z) | 
114 | 下 


此 9 处 g(1) 一 1, 当 tp( 思 ) 文 0 及 娟 > 太 时 ， &(z) 反 2 。 当 "无 平方 因子 , 且 其 素 因 子 











划 大 于 不 ,及 xz) 一 [wp) 二 0 时 ，g(x) = [sg(p), 7) 王 1 TT (1 一 sg(2)). 
放 1 因 外】 姑 儿 1 人 # 
证 : 当 a|P 时 , 命 儿 二 一 ka) 、 袜 上 tm) [S,， 其 中 3 一 仁 2. 上 上 
ZX 之， 了 mn) 5 0 
人 强 | 己 
有 
本 外 ) 0 玉 ) bg 
((e 一 at)…(# 一 5 )，P) 一 1 d1P 
St ， Xuw ]w， 必 ， 2 
< ds Rs 2 民 ) 
dilP delP (而 ,da}1(n 一 21)( 一 aK) 
“天 4 作 2)}) 让 村 20di,da)) 一 
交工 Z 王 和 全 全 (z 开 exe ) 
二 da1P 四 jP dalP 
人 天 O 十 RR， 


其 中 { 忆 ,起 ) 表示 由 与 二 的 最 小 公 倍 ， 
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0= 习 袜 jlsgd)ga) 1(2)= 三 Ka)| 二 sn) 
mct 


dct6e da<t dd ,da) dctc 
dlP dlP 4&1 alnl8 


当 zjP 时 ， 


“二 刘 MGm) 
ee 二 jz)Xmz) 














0 
只 站 Hz ) CN) 1 SS ACr) (于 2 
一 二 王 开 人 人 的 一 二 世人 避 人 
本 帮 戏 ]| 严 1 六 上 严 
2 
SS 
故 
0 三 





全 od 二 [za YAN- 
R 人 】 世 到 Te 


一 O (os (Z too) ) 0 o (loext (<o7)) 
一 DC log “二 )， 
其 中 4(>) 表示 # 的 除数 的 个 数 ， 定 理 证 完 . 
4。P.(z 6) 的 上 界 计 算 


如 前 段 之 记号 , 命 > 玉 . 当 ! << 委 1 +1 时 忆 为 正 整 数 ), 有 


1 ) -一 Co2) 二 ne 
性 之 ， 妃 为) 之 大 2) 














713 | 尼 (oz, 民 ) 一 1 纪 ( 才 ) 二 0 (oz 天 放 ) 一 1 
WU (102)sO 2(1)s0 
1 Am) 
十 1) 二 5 旭 ， 了 
4<p <…<b(1) 甩 思 ) “ 汪 有 蕊 太 9) lccEc] 放 ob 大 2 ) 
光 op(D<t (mp: 开 为 1D))= 
b( 乡 9) 二 0 惫 ( 幼 ) 上 0 
本 
25 
1 当 #< “< 2 时, 取 一 天 9。 双 记 2c 一 4。. 则 由 于 
| oOg 
3 
3 和 3 tu(z) 二 4 o 人 二)， 
上 <p6 妃 轧 ) <p<e e<p<te 大 力 一 以 ( 思 )) 5 


HU 的 二 9] arp) 二 0 ff 记 ) 计 0 
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及 引 2 得 出 
| (mw)| _ | pm)| _ (加 ) | pz oflegs -= 
二 秦 zm) < 忒 到 ) 二， 之 蕉 mm) 人 ) 
了 Sm 一 一 属 二 
2 本 ti( 力 ) 名 log E 全 
or log 之 ， 0 or log - 十 o(L ) + of log) 
= (2c 一 1 一 clogc)arlogS 十 o(log5). 
故 由 定理 A 可 知 
| 
ns 
P(r,xei) 近 PP xz， 一 -一 小 < 二 二 
< 日 K(2 一 1 一 人 log 二 )logs 2 人 
es 几 FX 学 \ 
(4) 2 十 (2) (5) 
此 处 与 <“o” 有关 的 常数 仅 与 F(x*) 有 关 ，, 而 
4(4) 一 一 -一 (2<a<14). (6) 


4 一 上 一 二 log 二 
本 


1 


2*. 当 2 <“ 芭 3 时 , 取 = 一 所 一 , 又 本 2c = 4. 则 由 定理 A 得 知 ,对 任何 。 > 0， 








Og 环 区 
此 存在 仅 与 FCx) 及 5 有 关 的 常数 X0， 当 YX 字 %o 时 , 仍 有 (5) 式 ,但 
好 
4(4) 一 er (4 和 dd< 妈 6)， (7) 
d， dz ZN _- 
2 
此 处 
0 tp( 为 ) zz( 力 ) 人 
了 ee log 一 - / ] 上 
(c) ee ,2 帮 ogg (c> 2) (8) 
bb 宝 6 
tbpbp/ 地 0 


当 4>> 6 时 可 以 依次 类 推 ， 又 当 0 <2 和 2 时 , 命 4(4) = 4(2), 显然 (5) 式 正确 . 
SS。P.(x, 6) 的 下 界 计 算 


为 简便 计 , 引 入 记号 
P.(2; 加 ， 妨 ) 一 天 1， P。.(d) 三 3 1， 
2 2 


# 三 &(mod d) 
meeii(mod bi) (Kicr, 1<j<w(pi)) 


手 处 oj 法 wj。 (mod 久 ) (二 思 )， R 雪 加 < < 入 且 (d, 四) 一 、 特 
别 Pw( 开 3; 名 ，……， 妨 ) 一 PoCx，E). 

本 节 的 目的 在 于 证 明 

定理 B. 对 于 任何 (w), 下 式 一 致 成 立 
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于 
P_(x，x65) > 6.4524 二 上 zx_ _ 十 of ). 
天 log # log x 


此 处 与 “0” 有 关 的 常数 仅 与 FLx ) 有 关 . 
在 证 明之 前 , 先 述 熟知 的 次 引 。 
引 4， 欠 出 任意 一 组 整数 y 之 立 记 >…':>mm1， 则 


世 
PP 、 > 一 刁 一 下 ， 
(x， 有 ) 本 








此 处 
思 一 1 一 3 zt 人 (z 力 ae) 十 六 >， zt 加) mi(Cs) 十 。。 
ay 轧 a a sr P<m 刀 : 力 p 
a> 有 
一 
一 乙 二 羡 忆 … 宅 这 eepp eco 
a<r B<ri-T<r，s<r， Arm 太 力 E”” "加 
区 > 月 >> 严 

及 


R 一 (1 十 入 )(1 十 ri …(C1 十 fr) 
定理 B 的 证 明 : 取 s 适当 小 为 固定 的 正 数 ，4 一 到 二 + s, 则 存在 仅 与 s 及 F(x) 有 关 
的 常数 8 > K, 当 6 > 5 时 ,由 引 1 得 知 
人 作 让 < log (让 二 s 太 < 0.452 兰 V9 


< 六 <3 


IT (=- 9 居 <4 二 s 二 1572 三 人 
6< 二 3 让 


汪 一 
取 媳 一 加， 为 不 超过 4 的 最 大 过 数 ， 当 2< 和 zsS 委 上 十 1 时 ， 思 rr。 为 不 超过 和 


1 
的 最 大 素数 ，r,， 具有 性 盾 加 < io 委 加 ，， 取 # 使 2 > 28 十 rt 且 僵 加。 一 加， 


《(z 十 1 委 略 < 委 2). 
由 引 4 与 王 元 巴 ! 相 类 似 朗 得 出 


>(- 误 9 站 -< 6 全 9 








> (1 一 0.0073193) 去 可 (=- 必 22 十 o( 翅 二 ) > 
sa 


> 6.4524 FX 本 of 并 ). 
开 log Y% 








log x 











6. 两 条 定理 


命 人 Ma) 及 4(a)(0 <a 短 6.5) 为 对 于 任何 (w) 及 ax， 使 玉 式 一 致 成 立 的 非 鱼 递增 
函数 
Ka) Ke 二 "( 记 c) < Ma) Rs 二 这- ). (9) 
此 处 与 。 有 关 的 常数 仅 与 F(*) 有 关 。 这 种 夯 数 是 存在 的 ( 见 $ 4 一 5). 
定理 C,， 欠 出 Moa) 及 4Gx)《〈0 < xs 委 6.5) 有 如 (9) 式 所 示 的 性 质 , 任意 给 予 两 数 
1<ac< 有 <6.5, 则 下 面 定 义 的 画 数 Ma(a) 站 7 亦 有 性 质 (9). 


| KB) -| 4 2 rr<ac<p< 65; 
Ma) 一 | 
0， 








2a < 和 Ti; 
ha = 4 有) 一 |，Xa 玫 ， ac<pB<65. 


1 


让 : 取 x 使 “>K， 现 在 来 求 Puw(xyx 


加 


) 的 下 界 . 先 将 x 与 c 之 间 的 素数 排列 


1 


1 
入 委 x < 国 9 志 轴 委 i < 攻 4H， 


1 


则 可 知 Po(z， xe) 一 Pu(z， 户 )，Pu(z， x“) 一 Pu(x， 思 ). 
屋 xp < 思 HE < X “, 则 Puw(x， 如) 与 Po(x， 因 +1) 之 差 为 杠 足 下面 条件 之 一 的 二 的 个 数 
1 委 姑 委 x，1X 三 ac(mod 天 )，72 去 cii(mnod 户 )(1 委 1 委 1 近 ) 委 ww( 久 ))，(10) 
z 三 itti(mod zt (1 委 委 ww( 思 tt)). 
当 1 和 ii 和 o1 秋 1/ 委 oo),1 和 ij) 私 oo 人 (pt 时 , 同 余 式 
Ma 力 H1 十 ii 三 ca (mod 天) (1 委 罗 秋天 )， 
好 四 HI 十 orHi 三 (mod 太 ) (1 委 丸 委 访 ) 
均 在 所 示 区 闻 内 有 解 , 且 解 是 唯一 的 ,分 别 示 之 为 cj ariir。 命 
lj 民 ; Gil (1 安生 1 委 j 委 ao( 思 1 和 1)2 委 ao( 太 ))， 
all 和 1 < 委 zt )， (ai) 
则 湛 足 (10) 与 葡 足 下 式 的 整数 个 数 相同 ， 


2 Mi 三 40j(mod 玉 )， 轨 法 ap 人 (mod 太 ) 





万 "二 1 
(1 委 : 委 和 1 委 ) 委 ap ls 委 ! 委 a( 妨 )). (11) 
故 得 
厂 ( 捕 + 
Po(Y， 放 1) PCxr， 广 ，) 4 ww，; (一 st 站) 一 

j 一 1 廊 "+1 
w (2r 二 1) 

一 P.(x， 思 ) 一 入 Fw = ,pz) + 0(1)， 
= 户 *+1 
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陆 积 运 用 上 式 , 则 得 


1 上 r 一 1 Mu 人 po 二 1) 


P.(x,x“) 一 Po(z, xs) 一 o) + DCx")。 


蓝天 二 1 


命 一 [Wlogx], xuw =w 十 上 一 








wo 十 1) 


时 二 字 ( z) < 


1 -和 轧 v 十 1 





4 
避 71+1 <bp 二 1<x 2 











和 六; 和 8 -多 log 二 
种 ! 轧 OY 户 2 思 OSg 刀 





< 3 Ai 二 起 X 2 人 ( 力 ) MAF 。 由 S at( 访 ) 1 间 


xyM1 十 1 <p<x 








芭 ho 一 下 o( -logwt 一 1)+ ol 江 
天 log xz Up 一 1 log x 到 一 工 革 


由 于 


, 4(uiH1 一 1)log 2 HL 一 三 4(x ) 人 


1 =0 7 二 


Hi1 二 IE 一 1 了 
工 (CMS 一 1) 关 丰 丫 )295 站 
=0 ”到 一 经 


< 他 {4(ui 一 1) 一 4(uw 一 1D)Iog < 2 反 


pm0 


绯 一 1 


区 inax log- 一- 和 (4(x 一 1) 一 4 一 1)) 王 


0 钴 / 扫 闻 一 1 “区 ys0 








故 得 
)>Pw(xxe) 一 衬 7T, 十 0(x“ ) 过 


0 





> MB)- -ax -+o( 王 


it 一 工 。 
) 一 宇 kwi 1D log wd 一 


log x 1 =0 


.zx 十 (天 吾 过 &it1 一 et 二 0 3 
天 logyx log x 1=o log 


> (KB) 一 |，4o 和) -ee > 全 < 


log x 











log 广 
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因此 定义 Ma) = KB) 一 | 4(e) 到， 但 当 KMKB) 一 | Ms) 琶 < 时， 定义 


ja) = 0。N(z) 部 满足 (9) 式 之 左 绒 ， 另 - 边 之 证 明 相 类 似 , 明 所 欲 证 ， 
定理 C,。 任意 粉 定 两 数 1 < u < B 区 65, 则 对 于 任何 (wwi), 下 式 一 致 成 立 


之 共 ,中 ])< 全 Se) 本 


六 


此 处 4) 为 具有 (9) 所 述 之 性 质 的 夯 数 , 与 “<o” 有 关 的 常数 仅 与 F(x) 有 关 。 
芷 命 z 一 [Wlogx]l,w=u 十 二 1 一 1(0 委 1 之 2)， 则 




















wii < <sait1 
log Y% 
tr 人 的) Blog 二 
万 万 儿 
Po 人 3 ( 坟 )< 
之 之 N\ 为 ”N 户 
WAIL 十 1 7 
和 Brsr+i ) pu 全 x( 训 ) 十 O 0 委 
网 Kplog 二 户 log 三 
zwd4it < 隆 ~ 户 户 











< 4(LEum ) uae usaro()+o(_s sa) 
xi 十 1 有 log"x Te < 











因此 
io 人 (加 ) 
三 世 P 人 人 = 瑟 nm=- 
工 1 171=1 1=0 
ee 
拓 一 1 如 一 】 
“0 4(-Pat < 十 o(- 呈 - )+。( 4 ] < ) < 
RE 志 4Ui+1 十 二 We log2x 六 时 证 
人 ) 和 ) 几 FY +o( 革 ). 
2 十 1/ 2 /天 logx log YX 
定理 证 完 . 


7. 集合 多 及 其 若干 性 质 


答 出 一 绥 数 (mw) 如 43 所 示 ， 命 w, o 为 满足 1<z<v 反 6.5 的 两 数 ， 以 路 表示 
适合 下 面条 件 的 整数 ” 的 集合 
1 委 关 委 x，? 三 4 (modR)，72 夫 ji(mod 太 ) (1 和 ii 和 1 委 j) 委 mw()),，(12) 
?法 aii(modpi) (<i< 一 1 过 ij) 苹 eper))， 


二 上 
此 处 亡 ， < 和 Y%” << 加 :二 1 达 < 和 xi* 忆 三 :+1 。 集合 趾 的 元 素 个 数 记 之 以 MOCx ， xY? 9 yx 宁 
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本 段 之 目的 在 于 起 明 
定理 D。 若 本 数 Ma) 及 4(a) (0 < wu 区 6.5) 为 具有 性 质 (9) 的 两 画 数 , 则 驶 中 最 
多 满足 下 面 :一 (1<i 所 8 一) 组 同 余 式 
2 三 aij (modpH) (1 委 j 委 zo 人 (pi)) (13) 
中 的 放 址 的 元 素 的 个 数 不 少 于 


本 2 dz AHFx 交 
(xco) 4) 区 二 + 让 
此 处 与 <" ”有关 的 常数 仅 与 Kx ) 有 关 . 
在 旋 明 之 前 , 先 证 次 之 二 引 . 














引 3. 
业 人 和 上 
P(x,x") 一 MOxx? xs) 十 OGz ”) 十 DOCx) 
芷 : 
荆 让 “二 = 
PCxx7") 一 Ms xy xx ) < 之 玖 ， 1 二 
T<i<r 一 了 了 外 外 基 
a=arHijmod 经 及 ， 
守 Y en 1- 二 
=-of 王 芭 + of 工 切 =- ocx ) 十 D(x”). 
纺 >> 逢 拓 馈 时 理 
| 引 6. 存在 诸 整 数列 (wj), 使 l 中 至 少 满 足 同 余 式 组 (13); 中 之 媚 组 的 元 素 的 个 数 


| 不 超过 

7 一 了 呈 ( 放 1) 1 

| IT 艺 时 

ss ww 乞 四 

11 之 之 E ) 

在 : 当 1<i< 和 :一 时 ,中 中 满足 (13); 的 元 素 全 体 各 人 以 T; 记 之 。 记 同 余 式 . 
加 1 十 ii 三 6 (mod 玉 ) (1 委 和 委 开 ) 


轧 , 十 73 十 CA1l 三 boo (mod ze) (1 < 委 坊 委 pw) 





的 解 分 别 为 
zi(1<i 和 ti 一 1 近 1 过 xz 人 (pi))， 
linrifl < 和 ti 一 5 1 委 x 和 1 和 < 委 w(bp))3 
21 发 ; Gill1 委 # 委 和 5 于 委 委 加) 《wxi) 
显然 当 ax, 去 av (mod 加 ) 时 ， 
2 站 ， 近 贡 放 放 入 《 表 划 荆 由: 
故 『; 的 元 素 的 个 数 不 超过 





人 二 
之 Pu 二 ) 
若 跑 中 的 元 素 , 写 至 少 满足 关系 式 (13); 中 的 圈 个 , 则 至 少 属 普 个 集合 Ti 故 这 种 元 
素 的 总 和 不 超过 
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-， Wl(Pri) 2 1 
二天 之 Pu 二 的 ). 
定理 了 的 证 明 : 由 于 引 5， 史 6 及 定理 C 可 知 于 中 最 多 满足 同 余 式 组 (13); 中 姓 个 
的 元 素 的 个 数 不 少 于 


工 1 一 了 本 ( 罗 5-7) 











省 上 
M(x 相 Xe ) Po。 (< YY | 一 
机 SR 1 之 之 力 
工 将 中 巡 风 人 二 工 si 上 
= Pu(x, x") 一 Pi(- 生 ，z)+ 0 )+ 0 一 
711 1 之 之 er 3 











(Ko) 光 
定理 证 完 . 


”4 人 ( zZ ) 科 ) AFx +of( X ) 
4 一 1 2 十 1/ 2 /天 logY log x 全 


8. 主要 和 定理 的 证 明 


命 人 Ma) 与 人 (ua) (0< wx 委 6.5) 为 使 下 式 对 (op) 及 a 一 致 成 立 且 仅 有 有 限 多 个 不 连 
米 点 的 非 负 递增 夯 数 
作 EX FFX 和 
ACa) 二 O (二 )< PCx YY = 去 4(a ) 二 十 0 仁 一， (9) 
此 处 与 <” 有关 的 常数 仅 与 F(Cx) 有 关 , 而 Ma) 及 4(a) 的 存在 性 见 $ 3 一 5. 
由 $ 3 的 方法 ,进行 计算 得 出 下 表 
































dz 5.5 5.2 5 4.8 4.4 4.2 ， 
4(d) 5.65 5.372 5.197 5.036 4.7085 4.56 
14) 
L 二 3 346 34 32 1 | 2 2.6 25 |0<dZ< 2 
4(4) | 4.42 | 4.288| 4.161|4.049| 3.941| 3.848| 3.76 | 3.6834| 3.65 | ”3.564 
由 定理 B 及 定理 Cl 得 到 
1K5) > 6.4524 -| 4(z) 到 4z > 6.4524 一 4(5.5)|， 此 3 2 人 到 > 4.8396. 


Gi) 当 &>5: 命 op…， ad 表示 同 余 式 
F(y) 三 0 (mod 好) (0<?< 委 直 ) 
的 解 ,此 处 &<< 圈 < 天 刀 <…… 为 大 于 和 的 全 部 素数 .又 命 适合 
FCy) 寺 0 (mod4qi) (0<?< 答 41 ) 


者 为 529, 此 处 9 <.… .< qu 返 大 为 不 超过 丰 的 全 部 素数 ， “= 工人 中 命 同 余 式 棚 


1 王 1 





1》 在 此 为 了 方便 诗 , 我 们 假定 了 同 余 式 F(z) 轻 0 (mod p) 与 F(x) 到 0 (mod 放 浸 有 公 根 ,这 一 假定 很 等 晶 去 掉 。 
2) 出 于 F(y) 无 固定 的 素 因子 , 故 与 的 存在 性 没有 问题 ， 
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y 三 上 (mod4i) (1 和 ii 委 入) 
的 公 解 为 zs, 双 命 
oz 天; ui 人 一 1 2 IT 和 过 冯 ( 思 )). ( 历 ) 
可 知 对 应 于 (%w),， 中 表示 适合 下 面条 件 的 整数 的 集合 
1 和 "<x, Fn) 失 0(modd;)(1< 和 < 办), Fo) 拓 0(modam)(I<i<o)， 

















F(z) 夫 0(mod 站 ) (<i 委 1 (15) 
人 简 w 为 适合 (2) 式 最 小 的 正 整 数 , 则 由 表 (14) 的 各 分 点 得 
| ee s 5z dz 了 的 
MXM5) 人 4 人 (二 到 二 ) 下 = 4.8396 本 5 区 十) 全 
了 dz 了 人 至 
pn 4C2) 人。 > 4.8396 十 1 14 区 = 4(3.8) 人 。 ai 十 
Eee 


+ 4G3.6)1 -和 + 4G3.4)1 科 +4G2)1 MG 人 如 汗 


1].27 辫 


| 十 2 2 
避 比 十 1 J3k+tD_，3 
了 一 如 


1.27 辟 z 


1.04 各 


十 不 2. 0 空 上 + 4(2. 5 





二 4(2.8) | 


we| 





5.64527 _ _3.65 joy 5 一 迪 -28 > 0- 


， > 4.83960 一 Og -一 -一 -一 
| 纪 十 工 2 十 1 比 十 5 


帮 当 * 充分 大 时 ，20 pex 十 o( 下 > 5 pz xs， 故 由 定理 D 可 知 当 x 充分 大 时 ,区 间 
天 log YX log x log % 





点 
1 < y 饼 中 多 于 Te 之 个 》 使 PC7) 不 能 入 < “的 素数 蒜 除 ， 最 多 航 区 间 宁 < ?< 
5 一 ww -了 一 妈 
<<z4t5 中 必 个 素数 整除 ,其 他 的 素 因子 都 大 于 呈 &r5。 故 KCy) 为 不 超过 二 一 不 十 个 
素数 的 乘积 。 故 当 和 & > 5 时 得 定理 1 特别 取 FLy) 一 涯 十 7 (1 和 ?和 *%)。 则 得 定 
理 2. 
(ii) 一 切 如 前 段 所 示 , 由 表 (14) 的 分 点 序 得 出 


一 








KD- 呈 人 a(: 和 1) 全 >w xx -二 全， 


) 委 >o 
汪 十 1 -| 


3 





4 
X5) 一 二 | 4( 一 3 ) 至 > 0 
"了 必 十 1 2 


族 由 定理 D 得 让 定 理 1 及 2 当 丰 和 5 之 情况 及 定理 3 . 
附 记 : 进一步 运用 定理 Cl, 由 表 (14) 出 发 , 经 过 反复 的 计算 (参看 王 元 !2), 表 (14) 上 
的 数值 还 可 以 进一步 得 到 改善 . 
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ON SIEVE METHODS AND SOME OF THEIR APPLICATIONS 


WANG YUAN 
(12siizute of Metpenaticr，d4cadem 坦 Sipicez) 


人 ABsTRACT 


In iis paper，we give the details of the proofs of the following three theorems (Cf. 

Science Record，Academia Sinica，New Ser。 Vol. I，No. 3，1957，pp。1 一 5 ). 
Theorem 1. Let Fw) be an irreducible integral valued polynomial of degree 不 without 
any fixed prime divisor. Let 
十 1，if 1<A<5， 

有 
where 刀 is the least integer satisfying 
0 5.64527 十 3.65 58 .一 吧 (2 
4.83906 4.8396 纹 十 5 

Then there are infinitely many integers ww such that F(x) is a product of .at most ? primes. 
Theorem 2. Let 天 be a positive_ integer。 Let ?2 be an integer satisfving (1 ) and 


《1 





1 
(2). Then for sufficiently large xx，there is always an integer between xx and % 十 
which has at most ?2 prime factors。 
Theorem 3. For sufficiently large xx，there exists always a number 
局 
(i) in interval yx 1 和 <X 十 xD with at most 2 prime factors; 


(ii) in interval xx < 忆 12< 和 x 十 x4 with at most 3 prime factors; and 
1 


SS 100 二 工 
(证 ) in interval x <m<x 十 xx ，with at most 103 prime factors. 
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求 复数 根 的 路 斯 法 
结 访 姑 


(清华 大 学 ) 


$1. 引 和 


我 们 要 研究 的 问题 是 求实 系数 代数 方程 的 根 。 为 了 解决 这 个 间 题 , 首先 应 当 求 出 根 
的 近似 值 . 求 出 充分 好 的 近似 根 后 , 旭 已 有 多 种 有 效 的 方法 中 ' 使 近 仆 根 逐 步 地 精确 化 . 
屋 蔽 代数 方程 仅 有 实 根 , 则 求 近似 根 的 问题 并 不 困难 .下 苇 代数 方程 有 碟 根 ( 非 实 数 的 复 
根 ) ,用 路 斯 上 闺 可 以 逐步 地 定 出 毅 虞 根 的 实 部 的 近似 值 。 如 何 求 出 与 融 实 都 近似 值 对 总 
的 虚 根 的 虚 部 近似 值 , 至 今 还 没有 很 简单 的 方法 . 

在 本 文 内 作者 将 证 明 在 用 路 斯 法 定 出 碟 根 的 实 都 的 近似 值 后 ， 就 可 以 从 路 斯 列表 计 
算法 的 表格 上 的 已 算出 的 数字 毫 不 费力 地 算出 访 虞 根 的 由 部 的 近似 和 值 。 部 使 同一 实 部 对 
应 着 两 对 或 更 多 对 虞 根 时 , 定 出 这 些 虞 根 的 各 看 部 也 没有 困难 . 当 遵 根 的 嵌 部 很 水 时 及 
当 我 们 有 一 对 邻近 的 实 根 时 ,用 路 斯 法 可 以 得 出 一 对 很 好 的 近似 根 , 一 般 比 尾部 方程 定 出 
的 近似 根 还 要 好 些 . 当 虞 部 井 不 小 时 可 以 用 直线 播 值 法 定 出 比较 好 的 近似 逢 。 从 本 文 所 
举 出 的 例题 可 以 看 出 这 种 方法 的 实际 效果 的 确 是 很 好 的 。 最 后 我 们 用 路 斯 法 判断 和 输 定 实 
系数 多 项 式 有 几 对 看 根 . 


$2. 原 理 


为 理论 上 方便 起 见 ， 假 届 我 们 已 用 路 斯 法 定 出 位 奸 在 最 右 的 一 对 看 根 的 实 部 的 准确 
值 w。 把 复数 平面 的 原点 平移 到 zx = x 处 后 ,那么 答 定 的 多 项 式 变 成 
4oz" 十 4iz" 十 .… 十 4o-iz 十 4 三 (qz 十 oz” 十 十 da 十) 23， 《1 
其 中 do=m=1，y= 三 0 是 正 数 , 就 是 所 求 的 碟 根 的 碟 部 .44 是 已 知 的 ， 0 ， nz 
及 y 都 是 未 知 的 这些 系数 间 的 关系 是 
4 和 一 帮 十 Gy 一 0 1 2 邓 ; (2) 
用 公式 (2) 时 遇见 并 不 存在 的 系数 ac-，c-l1，can-l，an 时 都 应 当 解 释 作 寺 ， 
为 具体 起 见 , 琶 上 = 8， 那 么 用 路 斯 列表 计算 法 从 4 及 屎 定 出 的 一 系列 系数 如 
下 表 所 示 : 
4 如 4， 如， 00 和 2，G4) 绩 
41，4i 4， G1， 03 65 








D2，PB2，C2， 人 4 02， 有 ，m (3) 
忆 3， 有 3， C3 03， 有 

Di，B， 作 04，ds 

也 5;， 了 5 05 

也 4， 愉 05 

D，， 


4 沁 


和 一 











ar 下 
如 二 六 
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其 中 从 第 二 行 起 的 系数 的 定 法 是 
也 ， 三 友 了 a4; 22 三 dz 一 ae ， 
才 G1 
B, 一 4 一 各 和 且 三 cwi 一 国生 
4 G1 
4 了 
ra i 放 5 一 上 一 ， 
ee 4 Ca is G16G6 
召 52 ae 一 一 一 二 才 
3 5 万 》 3 有 G5 5 (4) 


马 笛 答 定 多 项 式 (1) 在 右 牢 开平 面 上 没有 根 , 所 以 办 ，4……，4 都 不 是 负数 。 双 
已 慨 在 虎 相 上 仅 有 一 对 和 纯 瞳 根 土 V yi 所 以 (1) 的 右 端 的 第 一 个 因 式 ms*-: 十 .…. 十 mn _， 
在 右 牢 于 平面 上 没有 根 , 因 此 mw，m,……'，a-， 都 是 正 数 , 而 且 从 这 些 系 数 用 路 斯 法 定 出 
的 第 一 烈 系 数 wm, ai, 5:，53，…….，5。; 也 都 是 正 数 , 因 否则 在 右 牢 平面 或 上 典 轴 上 按 路 斯 钊 
定 原则 将 出 现 多 项 式 的 另 一 个 实 根 或 另 一 对 复 根 了 . 

定理 1: 屋 " 次 多 项 式 在 右 中 开平 面 没有 根 , 在 虞 轴 上 仅 有 一 对 纯 错 根 , 则 用 路 斯 法 . 
算出 的 第 ” 一 2 行 系数 是 

。-: 一 bn-2， 了 一 dr-2y， 


因此 所 求 的 错 部 的 平方 》 是 


了 也 。-: 吉 | Bu-: 
季 惠 谣 让 闪 本 


Do。-az3r 十 B。-:2 一 bn-2 (2 过 y) 








就 是 所 求 的 二 灵 因 式 ， 
在 明 : 为 了 证 明 方 便 起 见 ,改写 表 (3) 上 的 系数 符号 为 矩阵 元 素 符 号 如 下 : 
Boo， Bo， Bo， Bu， Bo; poo， po1， 2o， 2o3 











Bio，Bi，Bi2，Bi3 zio，2Di1，2D (3 
Bo，B2i，B2，B2 机 220，2pD2，2D2 
Bi， 了 Bi 了 3 20， 23l 
Bo，B，B4 Bo， 2 
B;o， 有 51 Do 
Boo，Bu Boo 
2 
Bso 
利用 新 的 符号 ,那么 (2) 变 成 
[本 一 2Zo0; 十 Bo,j-17， “2.0) 
By 一 2 十 有 ji-ty; 令 己 呈 
(4) 变 成 
| 忆 ;,; 忆 ;-2, 半 1! 和 忆 -2。 也 ;~-1, 和 1， 《4.1 ) 
;一 1,0 
-2.0 
忆 ji 一 也 eg 
| 7 一 广 -2ji+1 有 万 -itH1。 (4.2) 
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应 用 上 列 四 个 公式 (2.0),(2.1) ,(4.1) 及 (4.2) ,遇见 并 未 存 在 的 元 业 时 , 例 闻 当 9 ， 
时 通风 Bi，B 时 ,应 当 解释 讨 不 存在 的 元 素 为 堆 。 我 们 将 用 数学 归 业 法 及 (4.1)，(4.2) 
推出 了 Bi， Bii， 有 忆 8。-:>,; 与 Dj Zi 。。， “了 的 类 似 (2， 0) 及 (2. 1) 的 关系 . 











兹 屋 下 烈 公 式 
Bi 一 0 十 三 六， (5) 
当 : 一 及 工 三 有 十 工时 已 成 立 。 利用 (4.1),(5) 及 (4.2) 霸 注意 
Bko 一 bko， 
Bk+lo 一 OKH1.03 
即 得 
刀 x+2,/ 二 Bi+1l 一 te BA 1 = | 和 认 吕 2 -art 
天 十 1,0 开 十 1,0 
Po 人 
十 ?》 | 加 一 和 sj 一 pk+2i 十 pk+az,ji-1。 


K& 十 1,0 
这 就 是 说 当 ; = 十 2 时 ,(5) 也 成 立 .， 我 们 已 知 当 ;一 0 及 ;一 工时 (5) 是 成 立 的 ,(2.0) 
及 〈2.1) 就 是 (5) 当 一 0 有 玉 守 一 1 时 的 形式 . Eeerreerre。 (5) 当 守 一 2 3 ， 
(2 一 1) 时 也 都 成 立 . 
注意 表 (3 ) 的 右 方 表 上 第 二 一 2 行 只 有 第 一 个 系数 bo- 市 一 av-; 不 等 了 等 ， 所 以 当 
1 一 姑 一 2 时 ,(5) 答 出 
站， 一 DB。-20 一 po-70 一 Cn-2 
有 甩 Siy 宇 本 
这 就 是 需要 证 明 的 . 
其 次 注意 bo- 不 存在 ,因此 
D。-1 一 B-to 一 po-l0 一 0， 
最 后 注意 加 ，zo，……… ，po-20 就 是 m，ai，52 久 澡 所 以 这 些 数 都 是 正 数 . 全 有 
Bio 一 bio 所 以 Bo，Bb Bo 即 ad Do Di PD。 六 也 都 是 正 数 . Di 划 
等 于 雳 .。D。 = 4。 = an-zy 是 从 定义 得 出 的 ,不 是 从 第 > 一 2 及 2 一 1 两 行 的 系数 算出 
的 . 定理 1 已 起 完 。 当 右 千 平面 有 根 而 do 加,……，D。-: 都 不 等 于 寺 时 这 个 定理 的 结果 
仍 是 正确 的 ， 当 然 实际 上 我 们 仅 能 定 出 一 对 虑 根 的 实 部 的 一 个 充分 好 的 近似 值 在 这 种 








情形 下 所 得 的 p* = J “ 是 看 部 的 一 个 近似 值 。 Du。-:z 十 Do-iz 二 D。 是 一 个 近 
似 二 灵 因 式 . 

定理 2: 避 ”次 多 项 式 在 右 守 开平 面 没 有 根 ， 在 虞 轴 上 有 了 两 对 共 邢 纯 虚 根 士 pi 及 
士 0z. 分 


刀 。: 


入 = 用 十 .pi 
y 一 Pi ， 
则 多 项 式 可 以 写作 
dr 十 dzr-l 十 下 DT 
一 (ez 十 wz" 十 .十 az 十 xz 十 y). 
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用 路 斯 法 算出 的 第 = 一 4 行 系数 是 
D。， 一 Gop-1? 了 Ba-+ 一 Go- 人 党， Ca-1 一 Gon- 和 fy 
因此 ， 这 个 多 项 式 的 四 砍 因 趟 是 
7 十 Bi 十 Co 一 do-i(zf 十 xi 十?y)， 
虞 部 的 平方 a = Pi 及 = 0 是 下 列 二 砍 方程 
D。- 洲 一 Bo-ii 十 Ce- 一 0 





的 两 个 正 根 。 . 
在 明 : 现在 4i, mw, x, y 间 的 关系 是 
本 一 中 十 -MX 十- 人。 
用 短 阵 元 素 符号 可 以 写成 
Boj 一 bj 十 oj- 并 十 2oj-2y， 
Bi 一 2 十 加-w 十 铀 )i-2y。 
象 定理 1 的 证 法 一 样 , 用 数学 归 和 纳 法 不 难 起 明 
Bi 一 20i 十 记 ) 光 十 页,)-2y， 
1 一 2; 3 一 4)12 一 3 
象 以 前 的 解释 一 样 ,不 存在 的 系数 例如 己 ,- 5.-2，p-l，po- 都 应 解释 作 雪 .特别 是 
Dx 一 Bio 一 po 一 0Ok 8 一 2; 3 12 一 4)712 一 3 
当 ; 一” 一 4 时 我 们 有 
刀 。-4 一 -40 一 bo-40 一 Go-4? 
B。-4 一 B。-41 一 bo-4ox 一 co- 
Cn-4 一 Bo。-42 一 bo-40y 一 de- 人 y。 


这 就 是 要 证 明 的 . 

由 于 已 届 多 项 式 在 右 守 开平 面 上 没有 根 ， 在 虞 轴 上 仅 有 两 对 和 纯 虚 根 ，2zoo， Zoo > 
如 oo-40 就 是 ay di ba Do- 都 是 正 数 ,因此 Bo，Bio………，B。-4 就 是 ho，4， Da ……， 
D。, 也 都 是 正 数 ， 注 意 第 ”一 3 行 的 系数 都 等 于 零 

站 .3 二 也 3 5 0. 

这 个 定理 的 车 果 当 多 项 式 在 右 守 开平 面 有 根 而 4 4 7D2 也 。-， 者 不 等 于 雾 时 仍 是 
正确 的 . 

定理 2 显然 可 以 推广 到 在 碟 轴 上 有 三 对 或 更 多 对 和 纯 错 根 的 情形 。 证 明 方 法 没有 改变 
的 必要 。 

让 我 们 研究 当 原点 附近 有 一 对 模 很 小 的 共 坦 虞 根 或 一 对 很 小 的 实 根 的 情形 。 在 这 种 
情形 下 多 项 式 可 以 写作 





ds 十 dsr-1 十 。。 十 4 一 (cos 一 十 .十 an)(z 十 xz 十 y)， (6) 
其 中 * 及 ?是 很 小 的 数字 ， 水 与 wy x 及 间 的 关系 是 
\ 有 一 di 十 ay 十 ci-zy， (7) 


在 这 种 情形 下 可 以 把 多 项 式 的 尾部 二 次 方程 
4o-:z 十 4 iz 十 4 一 0 
当 作 时 十 xs 十 yy 一 0 的 一 个 近似 方程 呈 。 注 





ITTyrTI = 
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do。-: 三 Co-z 十 don- 次 十 Bon- 人 dp-2， 
4 一 Go- 人 浆 字 GBnr 一 3y， 
4。 一 好 nm 一 2 > 


4 了 十 4 十 4 | 入 十 (2 十 ar:y)z + | 
Cn 一 2 





妆 








ay | 比 |z| 小 得 多 时 ,尾部 因 式 是 一 个 相当 好 的 近似 因 式 ， 在 其 他 情形 ,尾部 方 各 


的 中 间 一 个 系数 的 相对 让 差 可 能 不 小 。 利用 下 一 个 定理 的 和 畏 果 可 以 找 出 更 好 的 近似 二 砍 
因 式 . 
定理 3: 届 多 项 式 在 右 守 平面 除 在 原点 附近 有 一 对 复 根 外 没有 其 他 的 根 ， 
dox" 十 dz 十.…， 十 4_iz 十 4 王 
一 (aoz" 十 gliz" -3 十 。。 十 an- 作 和 十 2 二 势 闷 
其 中 x 及 ?y 充分 小 , 则 用 路 斯 法 从 如 , 淄 ,………，4d 定 出 的 最 后 三 个 系数 葡 足 
站 -> 全 do-2， 
D。-1 二 dr-MX， 
Do 一 bp-2y， 
因此 De 十 Diz 十 也。 一 ao-i(x 十 xx 十 y). 
慧明: 把 m, cl ……，ca"-: 看 作 常 数 ,那么 joy 4 ，4 就 是 x 及 ?的 夯 数 
机 三 4 十 airiX 寸 0i-2y， (7) 
Da，D3………，D。 也 是 zx 及 ?的 男 数 . 
定理 3 内 最 后 一 个 等 式 





刀 。 王 4。 三 go-2y 
是 从 定义 得 来 的 .在 这 儿 我 们 已 疏 





doz" 一 十 aiz" 十。 十 co-: 和 
在 右 秆 平面 没有 根 ， 因 此 mw，cai，52………，5。: 都 是 正 数 ， 所 以 do， 帮 ，D:………，D523 当 
x 一 0 时 也 都 是 正 数 . D。-: (*,y) 在 zx 王 0 是 对 于 x 的 连续 男 数 ,而 且 我 们 有 了 D,- 式 0, 认 
% 一 ao- 和 尖 0. 所 以 当 x 充分 小 时 我 们 就 有 定理 3 内 的 第 一 个 近似 式 
刀 。-: dr-;。 
现在 只 要 能 证 明定 理 内 第 二 个 近似 式 , 就 起 明了 定理 ， 
展开 D。, (zyy) 为 在 * = 0 的 泰 劳 纲 数 


站 .ii(x;y) 人 D。i(0:y) 十 D。,(0,y)x 十 昌 全 生生 2 女 ? 二 se 证 93 





今 有 D,.-i(0:,y) = 5。-: 一 0, 所 以 当 x 充分 小 时 我 全 有 近似 式 
D。_i(xy) 一 Di(0:y)x ， 
惟 D。i(0;y) 一 Ds-i(0;0) 十 cy 十 …"， 
所 以 当 》 充分 小 时 我 们 有 
D.-i(0,y) ~ D2K0,0). 
当 x 及 ?都 充分 小 时 我 们 有 


esiwgiweygsng evaseeegewmeheye 
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Dostxyy) 二 Do-i(0,0)x， 
我 们 要 诈 明 D。:(0;0) 一 dp-2。 
去 考 计 算 路 斯 系数 的 表格 (3) , 知 当 ” 为 偶数 时 4 及 4 出 现在 


如 一 Bo 一 Ba 一 Br 一"… 一 Bo 
4-1 一 甩 s/2-1。 
当 ”为 奇数 时 ; 则 | 4。 及 4。-: 出 现在 


4 一 了,”"-1 一 了 -3 一 。。。 有 05 
2 


如 -1 法 B， 本 全 全 
四 











准 路 斯 表格 的 计算 方法 (4.1) 我 们 有 

也 -1 一 Do。-10 一 B。-i,l 一 2 -21。 
对 * 微分 序 得 二 

二 < 四 et 3 上 本 小 如 -3.0 忆 。-:, 十 刀 。3.0 刀 。--2,1 十 
是 甩 。-2.0 
十 了 20 3 忆 。-2,1 > 
主 一 2,0 
注意 B。-2z: 一 Bo 一 4。， 而 4 一 Co-2y， 在 任何 情形 我 倍 恒 有 
4s(0;0) 一 4n(0;,0) 一 0， (8) 


在 上 式 右 端的 后 二 项 内 ,每 项 的 分 子 都 合 B。-:: 或 B。 :+ 即 4 或 4 、 准 (8) 我 人 有 
D。-(0;,0) 一 Bo-io(0;0) 一 Bn-35K0;07). 

用 同 法 可 证 Bs-il(0;0) 一 Bo-5z0,0)。 “ 

最 后 得 : 

当 姑 是 偶数 时 ， B:。_:(0;0) 本 Bl-1(0)0) 宇 双生 Go 一 23 


当 ? 是 奇数 时 ， 了 B:， *-3(0)0) Bu， *-1(0;0) 1 一 Ge-2。 








在 任何 情形 我 们 已 证 D。:(0,0) = ar-:. 定理 3 已 证 完 . 

当 在 牢 平 面 上 除 原点 附近 的 一 对 根 外 向 有 其 他 根 时 ,只 要 4o，4，D2，……， 了 。-: 都 不 
接近 于 圭 ， 定 理 3 的 千 果 仍 是 正确 的 . 从 以 后 所 举例 题 司 以 看 出 用 定理 3 得 出 的 近似 二 
砍 式 一 般 地 较 好 于 原 方 程 的 尾部 二 砍 式 . 

当 x 很 小 而 y 天 不 很 小 时 , 仍 可 把 


好 二 -2 
D。-: 。-: 





当 作 一 个 近似 二 灵 式 ， 不 过 zx 的 系数 巴 -: 井 不 是 * 的 很 好 的 近似 值 . 


天 一 了 


作画 数 
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一 万 -1 (xy) 
六 7 刀 。-: (xy) 





当 x* 一 0 时 我 们 有 
Di(0:y) 一 0;， 也 0;y) 一 0. 
展开 f(*,y) 为 在 x = 0 的 泰 劳 级 数 , 取 前 两 项 序 得 近似 公式 





fx y) 一 站 (0:y)x， 
注意 当 x 趋向 雳 时 ,，D。; 趋向 于 常数 w。_;，? 也 趋向 于 常数 = -和 ,因此 fo,y) 也 趋向 
于 一 个 常数 不， 我 们 有 
亿 xy) 一 ' ARx 。 


在 路 斯 列表 法 的 最 后 阶段 我 们 定 出 最 大 实 部 典 根 的 实 部 的 一 个 低估 司 及 一 个 高 。 
估 纪 , 依次 对 应 着 两 个 w 的 值 : 
3》 一 2(E 一 司 )， 


一 一 2(E 一 有 )。 








我 们 有 
故 xi 态 ) 一 NT 一 一 2K(E 一 习 )， 
帮 x2yy2) 人 ra 一 一 2AR(E 2)。 
由 此 可 得 
帮 x2yy2) fx ) 2 2K(e2 人 5)， 
6 一 ( 一 6 一 与 一 攻 so2 = 
2K 
一 十 大 xl) , 一 
故 xiyyi) 一 蕊 xzyy>) 本 -二 
这 疝 明 当 x 很 小 时 可 以 对 于 (> ,y) 用 直 生 揪 值 法 得 出 实 部 的 一 个 近似 值 。 
83. 例 题 
[ 例 1] 十 十 4 十 3z 十 3 王 ( 人 十 z 二 1) 十 3) 
人 
让 人 
攻 让 半 
0 酌 
对 应 于 存 虞 根 的 因 式 是 
六 十 3. 
另 一 因 式 以 第 一 列 头 三 个 数 为 系数 : 
所 十 :十 1 


[ 例 2] 内 十 4 十 9 十 16s 十 22s4 十 20o 十 18 十 8 十 4 一 











Te 一 
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一 (十 4= 十 6= 十 4z 十 2)(s+ 十 3x 十 2) 








fs 








四 砍 因 式 是 2=: 十 6 十 4 一 2(x 十 3 十 2). 
产 一 3 十 2 一 (一 1)(C 一 2) 
Am 一 1I1，Ap 王 2; 
Ai 一 | 工 p 一 MW 2. 
[ 例 3]5O = 十 10.65= 十 89x 十 15.5x 十 27 一 0 


10.65，15.5 





87.54，27 
12.22 








一 个 近似 二 砍 因 式 是 

87.54= 十 12.22= 十 27 一 87.54(z: 十 0.1396z 十 0.3084)， 
准确 二 砍 因 式 是 六 十 0.1405z 十 0.3091， 
原 方 程 昆 部 因 式 是 刀 十 0.174z 十 0.304。 


可 以 看 出 用 路 斯 法 求 出 的 二 因 式 比 尾部 因 式 好 得 多 . 
[ 例 4] 电 x+ 十 2 十 5 十 3z 十 4 一 0 





1， 有 
和 3 
| 3.5， 4 | 
oz 


一 个 近似 二 次 因 式 是 

3.5z 十 0.714z 十 4 一 3.5(s: 十 0.204z 十 1.14)， 
季 十 0.27834z 十 1.20687 ， 
驻 十 0.6z 十 0.8. 


准确 二 砍 因 式 是 
尾部 二 灵 因 式 是 


司 以 看 出 用 路 斯 法 求 出 的 二 坎 因 式 比 尾 部 二 次 因 式 好 得 很 多 . 
分 2 一 一 0.1 十 6 则 
“十 160 十 本 465: 十 2.0565 十 3.748 王 0， 





songiperuemperaanener 





mreer ne; - 
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1 】 4.46 和 3.748 
1.6， 2.056， 





3.175 ，3.748 | 











| 0.166 
0.166 
一 一- 一 0.0523 
六 3.175 
2 一 .3.748 - 1.18 
3.175 


注意 0.2 十 0.0523 = 0.2523 工 不 是 0.27834 的 很 好 的 近似 值 . 
再 会 zz 三 一 0.15 十 7， 则 
矿 十 1.47 十 4.234 帮 十 1.6227 十 3.656 = 0， 
4.234， 3.656 
1.4， 1.622 





3.076，3.656 











一 0.042 
0.042 
一 一 一 -一 一 一 0.0137 
坟 3.076 
3.656 
一 二 09 一 1.19. 
re 


往 意 0.3 一 0.0137 = 0.2863 仍 不 是 0.27834 的 很 好 的 近似 值 。 
上 根 实 部 的 更 好 的 近似 值 可 用 直线 播 值 法 得 出 : 


一 上 十 大 2 一 全 有 
二 mi 人) 





一 一 0.15 十 人 《0.05) 一 
0.0137 十 0.0523 


一 一 0.15 十 0.0104 三 一 0.1390 


仍 用 直 科 播 值 法 算出 A 的 近似 值 是 


pr 二 1.19 一 .37 (1.19 一 .1.18) = 


660 





一 1.19 一 0.00208 = 1.1879， 
y 一 1.1879 十 (0.1396) 三 1.2073 。 
对 应 的 二 砍 因 式 是 
有 22 十 0.2792zx 十 ,1.2073 . 
与 准确 二 次 因 式 比 较 可 知 这 是 较 好 的 近似 因 式 . 


[ 例 5] zx 十 1.2123 十 1.2212: 十 0.221z 十 0.011 三 ， 
一 (z 十 2 十 1)(x2 十 0.21z 十 0.011) 
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上， 1.221， 0.011 
1.21， .0.221 





1.038 ，0.011 
0.208 








近似 二 次 因 式 是 〈 叶 十 0.200z 十 0.0106):; 这 仍 比 尾部 因 式 〈 哇 十 0.181z 十 0.009) 
好 一 些 。 不 过 还 需要 精确 化 才能 得 出 一 对 接近 的 实 根 。 


把 原点 移 到 一 > 一 0.1 处 . 合 s*= 一 0.1 十 c, 则 有 


C+ 千 0.81c3 十 0.918z: 十 0.0091C = 0 


上 0.918 ， 0 
0.81， 0.0091 





oo 


0.0091 





得 出 的 近似 二 次 因 式 是 5(C 二 0.01). 根 是 后 =0 及 上 一 一 0.01. 原来 方程 的 两 个 邻 
近 的 实 根 是 如 三 一 0.1 及 2 一 一 0.11. 


$4。 虚 根 个 数 的 判断 法 





答 定 实 系 数 > 次 多 项 式 
P(z) = mzr 十 wsr-I 十 .… .十 co， (9) 
我 们 要 找 出 一 种 刊 断 这 个 多 项 式 有 几 对 虞 根 的 方法 . 
作 变 换 2 一 一 12， 
， 即 xz 一 启 。 (10) 


这 是 把 复数 平面 x 以 原点 为 中 心 顺 时 对方 面 转 一 个 直角 的 变换 。 zx 平面 上 的 正 虚 轴 变 成 
& 和 平面 上 的 正 实 轴 . 复数 x 的 实 部 等 于 对 应 复数 zx 的 虚 部 。 以 (10) 代 入 (9) 邹 得 : 

P(iz) 一 [ce 一 cao- 十 an-iil 一 .…] 十 

十 1Wtes-i 一 Ca 326 富 Ca -51 一 …] = 

= Pi(z) 十 zzPx(z)， 

其 中 1 Pi(z) 一 ur 一 do-2tl 十 ciilt 一 。。 


L P:(z) lp 一 1 ~ 2 十 Cos 一 全 人 全 


都 是 好 的 多 项 式 。 这 个 ”次 多 项 式 的 根 与 (9) 的 根 一 一 对 应 ,对 应 关系 就 是 (10)。 因 
这 个 2 次 多 项 式 的 系数 并 非 公 是 实数 ,所 以 我 们 作 下 列 2* 次 实 系 数 ? 次 多 项 式 
2(Gz) = P(iz)RG 一 友 ) = Pi(w) 十 wxPIU) 一 
一 cs 十 co_it 十 coil 十 .十 cott 一 FFC)， 
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其 中 一 
Co_d 一 wa 一 aumn -zz 
ca 一 号 -一 zw io as 卡 2Daoao yo 
| 同 汪 
罗 
m 一 到 


注意 所 = 一 了 丙 以 FLz) 区 著 款 主 (09 ) 靖 权 航 平 三 的 货 数 , 因此 系数 ck 就 是 罗 巴 契 
夫 斯 基 求 根 法 中 的 第 一 艾 未 出 药 新 于 委 _ 
注意 (9) 的 根 对 称 于 = 王 面 上 和 半 过 吉 。 = 至 面 的 实 相 对 应 着 zx 平面 上 的 虚 轴 ， 因 此 
0(w) 的 根 对 称 于 zx 平面 土 藉 瘦 先 。 访 = 于 面 上 移 在 全 开平 面 上 9(w) 的 根 的 个 数 等 于 
《9) 的 虚 根 的 个 数 . 
届 (9) 有 虎 根 , 旭 可 以 技 生 充分 才 国 正 委 ce 上 少 王 (9) 的 各 乔 根 的 虞 部 ， 合 wx 一 z 十 e， 
则 0O(w + e) 在 zx 平面 药 右 后 手 面 商 本 勒令 效 诸 是 Po) 的 虚 柜 的 个 数 ， 慨 (9) 只 有 实 
根 , 那 么 对 于 任何 正 数 e。 以 于 未 条 搞 吾 二 3 因此 在 任何 情形 , 选 e 充分 小 后 从 双 的 
多 项 式 0(mw + e) 用 路 莉 尘 等 年 药 和 一 现 委 区 量 这 和 导 次 数 就 是 输 定 多 项 式 (9) 的 虚 根 的 
个 数 . 
在 一 般 的 情形 于 , OU 才 e) 司 纲 刷 拓 人 坪 
二 Oo) 十 em] 
来 代替 . 
Dkw 才 e) 一 Oo) 车 etkm= 
一 jcm 产 才 ea 产 一 开 ee 一 卡 --- 卡 
二 DEjacuu 天 于 (m 一 Jr 一 卡 人 一 2)eomo2-5 十 *] 
所 以 用 路 斯 法 时 第 一 行 受 筝 二 行 季 多 旦 


《0> 一 GE ~” ”> ERA 一 EC 


am (em 一 全 ja-《m 一 了 了 je。 -~~-。，cw 





和 1 rc 了 Way 


在 上 表 内 第 二 行 我 们 已 铀 去 严 数 到 光子 2e- 在 靠 三 行 蕊 删 去 正 数 公 因 子 二 ， 这 样 做 井 不 : 


影响 任何 行 数字 的 相对 此 条 玉 着 等 欧 下 胰 人 -因此 上 并 个 影响 所 求 的 变 号 次 数 。 惟 当 表 上 
第 一 列 某 个 数字 等 于 雪 时 > 蓝 奈 韭 头 委 吉 等 下 一 行 的 数字 。 在 这 种 特殊 情形 , 则 有 必要 用 '， 
到 0O(w + e) 的 泰 劳 履 开 式 


D(m 于 可 一 Co) 革 eO(oJ 上 二 OUCw) 直 -- 


的 前 面 的 更 多 个 项 作为 Dkw 十 <) 十 后 了 地 法 - 然后 天 用 路 斯 法 逢 断 输 定 的 多 项 式 有 几 个 - 

虚 根 . 
[ 例 6] 求 三 鼠 式 有 雪 竹 药 奔 全 - 

欠 定 三 


和 于 了 上 和 EPEEQ 
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也 数 mt 是 1， 0， 思 ， 
系数 cx 是 1， 一 22， 太 ， 9 
第 二 行 系数 是 3， 一 4 加， 妇 

-了 妃 ， 二 加， 和 


-和 壮 有 
(人 


从 第 一 列 的 系数 的 符号 可 以 看 出 : 
〈1) 如 果 ”> 0， 则 三 灵 式 有 一 对 看 根 . 


(2) 如 果 如 < .0 而 (之 ) 二 (2)> 0, 则 三 坎 式 仍 有 一 对 虚 根 ， 


(3) 如 果 p < 一 0 而 (之 ) + (2)< 0， 则 三 灵 式 没有 询 根 .， 


参考 这 种 方程 的 解 的 加 当 公 式 , 可 知 我 们 的 结果 是 正确 的 . 
[ 例 7] 呈 十 2 字 2 十 2z 十 1 

系数 m 是 1,2,，2，1 

了 柔 数 cx 是 1,，0,0，1 

此 时 不 能 用 上 例 的 简单 方法 ， 我 们 应 用 


O(mw 十 e) 王 (十 e)j 十 1 三 zx 十 6eo 邮 十 15eztof 十 20e3lzo3 十 


十 15e4z 十 6es 十 (1 十 e5)， 


其 中 最 后 项 的 e' 可 以 删 去 ， 列 表 计 算 朗 得 : 
1， 15e”， 15e+， 1 











6， 20e?， 6ef (已 删 去 公 因 子 e) 
3 本 1 

3 

， 从 六 一 二 5 (已 删 去 高 阶 项 6e7) 
5 35e 
二 1 (已 删 去 高 阶 项 14e?) 
326 
一 上 - (已 删 去 高 阶 项 ) 
35e 
1 


社 意 第 一 列 系 数 有 两 次 变 号 ,所 以 这 个 三 次 式 有 一 对 虞 根 。 事实 上 
( 归 十 22 十 2z 十 1)=(z 十 1)(22 十 z 十 1) 


的 确 有 一 对 上 根 , 
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ROUTH'S METHOD FOR FINDING COMPLEX ROOTS 


CHAo,， 下 ,也 
CTsipg 万 Uzipersity ) 


ABSTRACT 


Given a polynomial with real coefficients，it 道 welLknown that Routh's method can be used 
to_ determine the number of complex roots of the_ given polynomial in the right half-plane， 下 is 
obyvious that this method can be used to determine the real part of a pair of conjugate Imaginary 
roots. 

In 由 his paper，the author proves that: 

(1) the imaginary part of the pair of conjugate imaginary ioots with the jargest real Part 
can also be found by Rouths method. 

(2) When we have a pair of roots，real or complex，in the_neighborhood of the ofigin， 
Routh s method gives in general better results than roots detcrmined by the tail quadratic form 
of the Siven polyaormnial. 

(3) When rihe imaginary part of the roots ls not small，linear interpolation can ,be used 
to _ determine 3 better approxlimation。 Finally，using Routh's method ，a method for determining 
the _ number of imaginary roots 15 devisecd。 Numerous ilustrative examples are given。 
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1959 年 56 月 ”ACTA MATHEMATICA -SINICA June，1959 
关于 解析 函数 的 一 个 唯一 性 定理 及 其 应 用 
媳 新 匡 
( 武 汉 大 学 ) 


$ 1. 在 近代 解析 夯 数 葵 中 边界 值 的 唯一 性 定理 有 许多 的 研究 ， 其 中 有 我 们 所 习 知 著 
名 的 开 . 开 . IIpasanoB 氏 唯 一 性 定理 , 邹 : 

若 万 是 某 一 可 求 长 网 当 曲 禾 了 所 范围 的 内 域 , 而 Xz) 是 刀 内 的 牛 纯 范 数 ,如 在 T 上 
存在 某 一 测度 大 于 雳 的 集 B。， .对 已. 的 任 一 点 m 上 ，f(z) 的 角形 边界 值 为 雳 . 则 必 臻 
fs) 兰 0 于 万 内 . 

同时 , 卢 海 (JIysHa) 与 普 里 碗 洛 夫 还 指出 : 存在 有 单位 围 域内 非常 数 的 解析 画 数 ,而 
在 一 个 正 测度 的 集 Ex(E.e |z| = 1) 上 具有 等 于 雳 的 射 形 边界 值 。 除 此 之 外 还 有 一 个 很 
有 用 的 Koebe 氏 定 理 。 邹 : 

车 帮 z) 是 单位 轩 域 内 的 有 界 解析 画 数 ,并 届 {)。} 是 圆 环 : 0< p < |z|<<1 中 的 一 素 
烈 的 锡 当 曲 禾 , 屋 zw， zw 是 ] 的 两 端 , sm 一 ia zw 一 5 和 2 是 |z| =1 上 的 不 同 点 。 假 
如 起) 在 1。 上 一 和 致 收 后 于 0(> 一 + o 时 ), 则 必 致 KKz) 三 0 于 |z| 二 1 内. 

本 广 的 目的 ,就 是 要 答 出 与 Kocbe 氏 定 理 相 类 似 的 另 一 个 唯一 性 定理 , 并 奏 出 的 一 
个 应 用 。 

4 2; 现在 证 我 们 首先 证 明 如 下 : ii 

定理 1: ”下 妃 z) 是 单位 圆 域 内 的 解析 夯 数 , 且 在 单位 围 域 的 两 个 中 径 04, 及 0B 上 
帮 z) 为 有 界 , 且 在 |z|< 1 内 存在 某 一 简单 曲线 序列 {X。},，)j 的 二 端点 允 ，z=': 分 别 在 牛 径 


0 了 4 及 0B 上 , 且 除 ) 的 二 端点 外 , )。 公 在 局 形 A(A 以 0 为 顶点 ,及 .40B 为 顶 角 , 关 


以 圈 冻 4B 为 局 形 绝 ) 内 。 假如 {) 当 ”-， 十 oo 时 以 图 亲 售 为 极限 ， 并 发 f(z) 在 久 
上 的 积分 存在 , 且 满 足 


Jim 人， fs)1lzzl = 。， 
则 必 致 Kx) 三 0 于 |z|<1 内 , 

证 : ”首先 让 我 们 证 明 所) 在 属 形 5C 方 (如 图 所 示 ) 
内 为 有 界 。 为 此 只 需 址 明 万 z) 在 属 形 DC 广内 任 一 点 加 上 
有 一 不 依 顿 于 am 的 某 一 固定 上 界 Mu< + o 即 可 ,事实 上 ， 
届 加 是 局 形 5CD 内 的 任 一 固定 点 ,而 0 < 六 区 js] , 因为 
根据 定理 的 条 件 : (1} 以 园 纸 4B 为 极限 , 故 必 存在 革 一 正 
整数 Ne(CNo 只 依 顿 于 xo): 而 致 |]z|>|xo|l, >Ej 当 za No 时 ， 依 Cauchy 公式 可 得 : 





fa)= 工 | _ 灰 <) zc， 当 2 之 No 时 ; 


2Xz 和 如 一 200 
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此 处 之 『。 为 直线 0z, ，0x" 及 曲线 )。 所 合成 的 简章 开 曲 栈 。 从 此 容易 看 出 : 


4 2M | 了 [Xe 计 We 
| 帮 zo)| 去 区 生 27 外 。 Fr 1 祈 有 Nu; ; (A) 


此 处 的 M 是 ja) 在 0 了 及 DB 上 的 上 界 ,而 8 是 DG 及 0D 上 的 二 部 分 栈 展 : 0 二 nu 苹 
lz|<1, xcE0D, DC 与 直线 08 及 04 的 距离 。 且 容易 看 出 当 ” > No 时 ao 与 任 一 )j。 的 
焉 离 大 于 某 一 固 定 的 正 数 0o) 故 从 (AI) 可 得 : 


2M 1 v 
al< 玫 二 KE Ni (B) 














在 (B) 中 合 = 一 十 co, 且 根据 定理 的 条 件 |，11(Z1 1 芭 | 一 95 当 = 一 十 oz-4 故 得 


| 所 zo)| 返 2 和。 
Br 


而 mm 可 为 局 形 CD 内 任何 一 点 ,只 须 | 四 | > mw > 0， 而 当 |z| 区 六 时 天 六 旺 然 有 界 ， 因 ， 
此 蕊 =) 在 局 形 5CD 办 为 有 界 。 故 依法 都 氏 定理 jz) 在 圆 必 ED 上 的 角 极 值 几 乎 处 奸 存 
在 , 慨 此 郎 为 世 e2 ) ,全 

mi) = ,int gifre |， ck CD 而 R。 一 1 当 2 一 十 2 时 。 


向 县 容易 看 出 : 
im tn(0) 一 | 蕊 e2)| 


在 圆 总 CD 上 几乎 处 处 成 立 ,而 
fm = ws(b)40 < lm | 1fCz)1fzz| = 0. 


更 一 十 辐 


同时 依 勤 上 只 格 氏 定理 得 知 : 
lim 1> zs(0)d0 一 亿 1f(e22)|1d6 一 0. 


才 一 十 加 

故 所 以 区 c2) 在 圆 绝 C 六 上 几乎 处 处 为 雳 。 故 根据 普 理 无 洛 夫 唯 一 性 定理 得 知 f(z) 三 0 
于 zi 二 1 内 , 恋 毕 。. 

现在 我 们 将 上 述 定 理 转化 到 更 一 般 的 区 域 时 的 情形 . 

定理 I*;， 发 (zx) 是 区 域 厂 内 的 至 和 纯 画 数 ， 而 刀 是 某 一 可 求 长 狗 当 曲线 工 所 范围 的 
内 域 , 届 工 由 曲线 及 了 "组 成 , 且 卫 及 T" 此 以 e, 5 为 其 一 端点 者 ， 假 如 邢 =) 在 正和 
括 端 点 ) 上 连续 ， 且 有 一 简单 可 求 长 曲线 序列 【)。)， 7] 除 其 二 映 点 区， 到 曹 洲 在 王 上 和 处 
侍 属 于 p 内 .。 提 屋 ()。} 以 曲线 亚 " 为 极限 , 井 臻 


ini 人，IzJ1lazl = 


者 。 则 必 致 所 z) 三 0 于 三 内 . 
在 : 屋 >=?(w) 是 单位 转 内 的 单 叶 全 纯 男 数 ，Pp(Cw) 保留 地 映射 单位 圆 域 于 廊 
上 ,并 致 上 守 单 位 圆周 映照 于 了 者 。 介 {) 的 原 象 (0 将 以 上 件 单 位 圆周 为 极限 , 且 


im | IIe(Cw)19we)[lawel = 0. 


汤 











我 们 现在 要 证 明 单 位 贺 内 的 全 和 纯 夯 数 : 

” 肛 92(w 订 9 (2) 在 局 形 ,A(A 以 0 为 顶点 ,并 以 上 半圆 
周 内 的 某 一 加 红 cs zzo 及 Dee Decre 所 围 成 的 内 域 ) 
内 为 有 界 . 

事实 上 , 取 (CR。} 是 某 一 单调 上 有 具 的 正 数 序列 井 具 
如 下 的 性 质 : ii R。 一 1 当 2 一 十 o 了 时 ，i: .对 每 一 
Rs。 以 0 为 中 心 R。 为 守 径 作 人 守 贺 C, 而 C。 公 在 下 守 平 
面 内 , 且 自 C。 的 某 一 点 了 起 治 C,。 的 二 方向 进行 所 得 
与 的 第 一 交点 分 别 为 P。 及 0。， 而 P。 及 0。 此 在 下 
雪 半圆 内 者 “ 则 依 Cauchy 公式 可 得 : 
[|#[9P(Cwo)]192 (zwo) 入 
二 工 | 1f[e(mw)]2 (mw)| | 疯 | 二 


2 |m 一 zo| 








壮 





+ -二 多 [LpCR。 ee)]9'CRL ex)1R。a0 


2 6 | 玉 。 CE 9 zl0| 





i8/ 767 有 
P。 一 ee “， O。. 一 c “， (A) 


此 处 we 是 入 内 的 任 一 固定 点 , 而 b。 < 和 b, . 上 式 中 全 ”一 二 o , 则 右边 第 一 项 将 趋 问 
于 0 , 井 注意 p (w)6 已 族 ,而 利用 黎 斯 定理 由 (IT 2，$ 4. 4.1) 可 知 : 


严 玫 


im | 1。 [IfLeCR。e2)]9(CRee2)| 一 ICco)]9'(ez2)1zb|< 


6 


严 天 


< 和 im 人 [FPCR。e2)]p(R。ez2)| 一 19'(ce)f[pCR。eci6J] |] ab|| er 
天 一 十 om 0 


十 





人 leeo1 CeGRseo11 一 IfIeCeo10D126|= 。. 


故 从 (A) 可 得 2” 
| yeCe22]9(eo120 + 。 
If[eCoo)]9'(aoJ[ 过 迪 5 (B) 
此 处 的 6 是 局 形 和 与 下 站 单位 圆周 的 距离 ,而 e 是 大 于 0 的 某 一 常数 ， 而 因为 j[p(cig)] 
在 [r, 2r] 上 连续 ,9'(w)6 鼠 族 ,， 故 ,(B) 右边 是 某 一 常数 ， 故 知 |j[P(w)]e'(w)| 在 
A 内 有 界 ， 而 双 因 为 





im | ，If[eCw)]9(w)llawl = 


型 一 十 吧 


故 根据 定理 工 得 知 : j[P(w)]92(w) 三 0 于 |z 四 < 1 内 因此 万 sc) 三 0 于 盖 内 。 定理 
由 是 证 毕 . 
根据 定理 工 , 我 人 立刻 得 出 如 下 解析 画 数 的 唯一 性 定理 , 郎 
定理 世 : 疏 区 域 了 , 工 及 厂 , FT， 人 X) 等 些 同 于 定理 于 , 若 轧 (zs), j(z) 是 姜 内 的 二 
个 解析 画 数 , 且 在 矿 (包括 端 点 ) 此 为 连续 ， 且 在 {1。} 上 ,满足 关系 
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im 人， Ia) 一 人 茎 22 一 虽 


多 一 十 


则 必 和 致 北 s) 三 jz) 于 万 内 
$ 3. 在 这 一 节 里 ， 主 我 们 答 出 定理 下 的 一 个 有 超 的 应 用 . 即 有 : 
定理 IIU: 疏 区 域 召 , T, 卫 ,T 及 { 人 此 同 于 定理 吴 ， 而 {ju(z)) 为 在 万 内 的 全 和 纯 
画 数 烈 , 且 每 一 加 (=) 在 厂 连续 并 为 一 致 有 界 。 部 : 
[fs(z)| 芭 CC， 当 zE 太 时 (Cn 一 1 2 rr)， 
车 存在 某 一 正 数 序 烈 {e*) 一 0; 当 ”一 十 o 时 。 且 对 于 任 一 固定 的 欠 尖 入 必 有 一 正 整 
数 六 存在 ; 当 m ,7 过 人 时 ,有 


1 [fw(z) 一 fn(z)| as 么 sh 


则 必 致 (fs)) 在 刀 内 广义 一 致 收 伍 . 

证 : 首先 让 我 们 证 明 在 定理 中 的 条 件 下 ，{f*(=)} 在 也 内 广义 一 致 有 界 。 ,事实 上 
设 Cl 是 属于 刀 内 的 任 一 已 定 的 开 区 域 。 由 于 LU] 一 T， 故 必 存 在 某 一 正 整 数 m， 妆 
# 过 M 时，Cl 全 属于 由 )。 及 了 的 一 部 分 曲线 所 租 成 的 一 个 简单 可 求 长 于 曲 入 T。 所 范围 
的 内 域 ， 屋 6: 与 刀 的 距离 为 d,， 则 当 ”>m 时 dz Pd >0, 而 了 是 某 -- 常 数 ， 故 依 
Cauchy 综 定理 得 知 : 














j( 一 各 Ma)| 一 | 二 寺 经 二 区 和 和 | 
< 二 |， 加 (zs) 一 加 teCz)| zs| 十 灶 | lfe(z) 一 fke(z)| | -| ， 
2Z |z 一 2 人 m |z 一 2zo| 


此 处 之 z 之 m; 而 xp 则 为 任何 正 整 数 ,而 mm 为 G 的 任 一 定点 , 故 |z 一 四 |>d: 当 z6 广 
或 j。 时 。 同 时 根据 定理 所 给 的 条 件 得 知 , 对 于 固定 的 =” 及 so， 必 存在 某 一 正 整数 N， 当 
1I? 之 V 时 ,有 : 





下 2ML 上 + En。 
1f (Cso) fxo)| 生 2 元 7 
而 7 则 为 了 之 长 度 , 在 上 式 中 取 = N:, 则 得 : 


[fw+o(zo)| 委 | jw(so)] 属 2 人 一 ) (一 1y 2:…) 


而 |fx(Cs)| 在 G:, 上 显然 有 界 , 故 知 (fn(s)} 在 Ci 上 一 致 有 界 ， 而 在 书 失 为 | 义 一 致 有 界 ， 
从 此 得 知 {fu(z))} 为 刀 内 的 正 族 . 

， 我 个 现在 只 需要 证 明 {jfs(x)) 在 了 内 每 一 点 上 为 收 伍 朗 可 ， 因为 再 根据 正 族 理 葵 中 
的 维 他 利 定理 则 可 得 到 本 定理 的 证 明 . 

现在 我 们 用 反 证 法 ， 疏 {fs(z)) 在 姜 内 划 不 在 每 一 点 上 收 伍 而今 xz 即 为 其 中 的 一 
点 , 则 我 们 可 从 {fo(s)} 中 选 出 二 子 范 数 鹿 : {fa(z)} 及 {jp (z))， 而 使 它 仙 在 某 一 包含 
2 而 全 属于 刀 的 内 域 之 于 区 域 E 上 分 别 地 一 致 收 人 于 忆 (z) 及 js) 而 人 所 mo) 头 思 (zxo)y 
且 不 失 证 明 的 真实 性 ,我 们 可 分 NM 魏 大 (一 1， 2 …)。 措 全 
Fw(kz) 一 js) 一 fo Cz) 

则 (F。(z)} 在 万 内 广义 一 致 收 合 于 至 炖 画 数 jz) 一 信 s) 故我 们 只 需 症 明 (Puttz 
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药 极 限 本 数 在 刀 内 恒 为 0 序 可 ， 为 此 我 们 全 
lim Fokkz) 一 F(z)。 


mk 十 
如 图 所 示 , 取 P 为 刀 内 某 一 内 点 , 并 在 F" 上 取 不 同 的 
Ps 攻 A 两 点 : 4 及 了 而 使 P4 及 PB 二 直 段 除 4, B 外 全 属于 也 
内 , 我 们 现在 要 证 明 F(z) 在 以 P4，PB， 及 以 4，, 3 为 端点 
的 厂 的 部 分 曲线 为 边界 的 区 域 A 内 为 有 界 . 

事实 上 , 屋 x 是 和 的 任 一 固定 内 点 , 则 
-| FE。 必 z) 人 

2 


和 多: 罗 一 ”多 0 


宇 ji 记 |. Fok(z)| | zz| 十 


衣 天 一 十 9 


4 





人 帮 








|FCxo)| 一 lim 
理 天 一 十 吧 

















和 本 


省 他。 (zs)| oo 
7 we 上 (A) 
对 处 的 T。 是 由 三 的 部 分 曲线 及 )。 所 组 成 的 简单 可 求 长 闭 曲 线 。 而 使 x。 属于 T。 所 国 的 . 
内 域 者 ,， 故 (A) 对 任意 的 2 ( 正 整 数 ) 只 需 其 大 于 某 一 正 整 数 mo 此 成 立 。 故 对 于 任 一 固 
定 的 RN 容易 看 出 (A) 中 右边 括 中 第 二 项 的 下 极限 为 雳 。 而 第 一 项 


贡 小 于 或 等 于 二 3 此 处 的 己 为 工 的 长 度 , 而 2 则 为 A 与 三 之 距离 ,- 故 得 : 





|FCx)j< 2 6 六， 


现在 我 们 先 取 ) 的 部 分 临 线段 驴 ,而 使 xs 除 其 二 端点 分 别 在 P4 及 PB 上 外 , X 全 
属于 入内 ， 则 显然 可 求 长 狗 当 曲线 序列 {X。} 以 三 的 部 分 曲线 段 且 以 4,， B 为 其 端点 者 为 
极限 ,我 们 需要 证 明 


im_ |。 1FCz)11azl = 0 
事实 上 : 
人 ECa1lazl 和 1，1PG2) 一 PsiCz)112zl + 人 1PoCe1lzzl， 


而 根瘤 定理 的 条 件 , 上 式 丰 边 第 二 项 对 固定 的 ” 及 足够 大 的 mw 其 值 小 于 或 等 于 eu 井 注 
意 (Fu(z)]} 在 刀 内 是 广义 一 致 收 招 的 , 合 m 一 + o , 则 得 : 


1 .Fallezl<e. 


而 fs 一 0, 故 依 定 理工 得 知 : 
F(o) 三 0 -于 立 失 ， 
因此 FF(z) 三 0 于 忆 内 , 即 了 (mx) 王 轧 (so) 一 了 = 0， 故 知 《jz))} 在 刀 内 每 一 点 土 收 
向 ,而 在 厂 内 为 广义 一 致 收 伍 ， 证 上 毕 . 
采 : ”发 区 域 卫 ,边界 工 , 三 及 { 此 同 于 定理 亚 ， 而 (fs(s )} 是 忆 内 的 全 纯 画 数列 ， 
对 每 一 js) 在 T 是 速 续 的 ; 且 
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| fo(z )| 入 M， 当 >E 厂 时 (二 1，2，3，、 rr 
假如 存在 某 一 正 数 序列 {s。} 一 0, 且 对 本 作 7 定 的 正 数 sk 及 人 ,， 必 有 一 正 整 数 六 存在 ， 
而 当 台 ,2 2P 几 时 ， 
[fo(z) 一 fo(s)1 天 sx 3K 人。 

并 下 (人 ) 所 相应 的 每 _ 其 长 为 了 而 也 ) 为 有 答 ， 刚 必 致 并 ) 在 刀 内 广义 -一致 收 
效 . 

注意 : 从 本 文 定理 I* 的 证 明 过 程 中 可 以 看 出 : 井 不 需要 她 z) 在 T" 上 连 策 ， 而 只 需 
f(z) 在 上 的 任 一 点 志 满 足 关系 

lim |fz)1 < AM 
5 
计 , 定 理 仍然 成 立 。 间 时 , 相应 地 不 难看 出 定理 亚 中 的 人 fs)》 亦 不 一 定 需 要 每 一 j(z) 
在 IJ 上 汪 篇 ,而 只 需 请 足 关 系 式 
lim [fs(z)| < M AcT， (2 一 1， 2,.。') 


zE 


时 ,定理 亚 中 的 论断 仍 商 实 不 虞 ， 

最 后 , 奸 向 王 振 字 同志 表示 惠 心 的 感谢 ,他 在 “Borel 变换 公式 的 新 起 明 及 其 应 用 ”一 
文 的 研究 过 程 中 ,为 了 实际 的 需要 , 信 提 出 这 样 的 问题 :“ 若 太 z) 是 园 内 的 全 纯 园 数 , 且 存 
在 某 一 正 数 序列 (fr 一 1,rs <1(2 王 1， 2,:…)), 并 致 


fm |。 1fCrsczal20 二 0， 昌 一 0， 
1 


问 时 蕊 z) 在 单位 圆周 上 的 某 一 圆 弧 ce cs (0 < 9 < 9) 上 的 射 形 边界 值 儿 乎 处 处 为 0， 
在 上 赵 条 件 下 藉 =) 是 否 恒 为 0 以 |z|< 1 内 ”。， 本 文职 是 在 这 一 问题 的 启发 下 写成 的 ， 
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ON THE UNIQUENFS5S TREEOREM OF ANALYTIC 
FUNCTIONS AND jiTS APPLICATIONS 


CHOU siN-Ti 
Ca-Pez2 LUaiperrity) 


ABSTRACT 


The main parpose of the present paper js to _ investigate some theorems as following: 

Let f(z) be an analytic function，regular in a rcgion 刀 ，whicbh is an jnterior rcgion 
bounded by a _ certain rcctifiable Jordan curve 工 ， composed of two curves and 厂 ,taking 
a，b as its two end points。 Let 帮 z) be continuous on (including the end points)。 
Furthermore，we assume there exists a secqucnce ,of simple rectifiable curves (0 ，which 


隐 mw7 攻 站 二 站 严 严 四 人 
converges to cutfve 图 ，belonging to 刀 ex:ept its end bpoints zz and xn belonging to 厂 ， 
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and such that 
fm 人 1Kz)11as| = 0 
开 一 十 o9 人 1 


then 大 xz) 三 0 in 也 . 

Assurme the same assumptions of 刀 ， T,， 厂 ,Tand { 人 JJ，and assume {f(s))》 be a 
sequence of analytic functions，regular in 刀 ，and each fu(z) be continuous and bounded 
on Tuniformly. ji.e. 

| 大 (sz 省 和 G，as zcET (2 一 1 2 …). 

Furthermgre suppose that there exists a _ certain sequence of positive numbers {ss) 一 0， 
as 旭 一 十 %，and that for any fxed sk and 八 ，there exists a positive integer number 入 ， 
for x2,7 人 2 入 ，we have 


人 fo 一人 adzl 所 se 


then {f。(z)} is uniformly convergent jn any closed region within 万 . 
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错 态 系统 与 航 池 条 和 级 
黄 息 区 


(南京 大 学 数学 天 文学 系 ) 


四 aa 
?9 吾 


在 本 玄 中 我 们 采用 上 ukasiewiczDm 箱 号 ， 以 “Cop 4op RE 分 别 表 示 “ 非 “ 

wx 或 B"( 实 质 苞 涵 ) au 或 B”( 析 取 )“a 与 B”( 且 Cu (实质 等 价 ) “ 非 ac”( 否 
定 )。 此 外 ,我 们 更 引入 下 列 符 号 

“Do 一 一 ac 是 必然 的 ;必然 ai; 

“Oo -wx 是 可 能 的 ,可 能 ca: 

“FapB” 表 示 口 Cap;) “Goo” 表示 KEF。aFao (注意 , 写 与 口 Ep 未 必 相 同 )， 

但 须 注意 ,在 最 后 一 节 内 ，F。e 另 有 意义 . 

我 们 采用 公理 模式 而 不 采用 含有 命题 变 元 的 公理 ， 因 此 在 能 明 过 程 中 可 以 用 不 到 代 
及 规则 。 
融 有 一 规则 尽 呈 下 形 : ay ou 一 8( 由 om os 可 得 -有 ) 则 我 们 用 “RCH2 六 表示 把 命 
题 (1) 当 作 而 把 命题 (2) 当 作 “时 所 推出 的 命题 (相当 于 ;有 B 者 ); 用 “RCI)R(2)(3 六 表示 
把 命题 (1) 当 作 w 而 把 命题 RC2)(3) 当 作 ow 时 所 推出 的 命题 ;用 “RRC1)C2)C3)> 才 示 把 


命题 RCI)(2) 当 作 而 把 命题 (3) 当 作 oo 时 所 推出 的 命题 ,其 余 准 此 。 应 用 这 种 记 壕 法 


可 以 用 极 简短 的 记号 而 极 精确 地 表示 出 一 个 证 明 过 程 ， 计 者 极 易 把 全部 证 明 过 程 详 条 . 
写 出 来 。 据 作 者 所 知 ， 首 先 采 用 这 种 表示 法 的 在 中 国 是 沈 有 里 先生 四， 在 外 国 是 C. A. 
Meredith 由 等 (他 个 是 彼此 独立 采用 的 ): 向 
企 本 妇 中 我 们 主要 是 讨 花 模 态 系 过 及 芒 涵 系 蒋 。 
首先 ， 作 者 把 渤 仿 为 . 止 各 家 ( 除 Fukasiewicz 的 以 外 ) 的 模 态 系 碗 的 共通 部 份 提出 
来 , 吓 做 基本 模 态 系 煽 ,这 是 今 为止 所 作出 的 最 弱 的 模 态 系 芒 ,为 今后 立论 的 根据 ($1)、 
.在 基本 模 态 系 区 中 共有 四 个 原始 推理 规则 ， 我 们 可 把 写 们 按 各 种 各 样 的 方式 而 加 引 
为 新 原则 或 新 公理 ,因此 我 们 便 得 出 各 种 各 样 的 加 纺 系 夫 ;本文 共 提 出 太 十 多 种 ， 虽 未 售 
败 尽 了 其 可 能 ,但 通常 常见 的 模 态 系 业 大 抵 都 包括 在 其 中 宁 ($ 2 及 33). 
我 们 特别 地 把 C. I.， Lewis 所 提出 的 模 态 系 坏 S1 一 35 拿 来 比较 ,我 仙 发 现 ,32 一 84 
都 可 以 说 为 这 些 加 上 系 欧 之 生 , 而 头 尾 两 个 (81 与 85) 则 否 . 85 不 在 其 中 排 不 足 怪 ， 因 
为 55 的 特点 在 于 高 级 模 态 命题 ( 序 其 表达 式 中 有 多 个 口 连 米 出 现 的 ) 的 烩 绝 ， 而 这 问题 
在 这 篇 文章 中 傈 未 考虑 到 .至 于 8SL 不 出 现 于 这 些 加 强 系 区 之 中 ; 据 作者 意见 ,这 正 表 明 
系 和 纹 8S1 的 缺点 所 在 . Lewis 的 书 以 8S1 为 基础 , 难怪 人 们 感 党 到 至 书 的 推 帝 非常 麻烦 


人 





1)“F 序 严 格 藉 痛 ，G" 即 严格 等 价 。 
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和 困难 了 ， 后 来 各 种 模 态 系 梯 的 研究 ,又 大 者 以 Lewis 的 局 为 出 发 点 ,难怪 因而 双 感 到 不 
方便 了 ， 现 在 我 们 把 Lewis 的 各 种 系 业 和 这 里 所 对 论 的 加 强 条 帮 修 了 上 比较， 因而 使 我 企 
对 Lewis 的 各 系 雹 有 进一步 的 了 解 , 写 将 对 今后 的 模 态 系 攻 的 研究 有 良好 的 帮助 (5 4). 

在 $ 5, 我 们 顺便 提出 对 沈 有 轩 先 生 的 初 基 演 算 的 改进 意见 。 

以 上 各 种 模 态 系 苑 ， 连 最 弱 的 基本 模 态 系 许 在 内 ， 都 出 现 有 苦 涵 性 该 ( 如 果 我 们 把 
“au 藉 池 有 ”了解 为 “ 口 Co”), 因而 都 不 足以 表达 莫 涵 启 的 趴 相 ; 作 者 认为 这 是 由 于 把 荐 洱 
前 “Fo” 与 模 态 辞 口 Cop 互相 定义 的 穆 故 . 如 果 把 这 两 词 认为 不 能 互相 定义 而 当 作 两 个 
新 原始 疾 念 而 引入, 我们 将 得 到 一 个 新 娃 辑 系 获 ,在 这 新 系 芋 中 , 乱 涵 怪 论 契 中 ,入 涵 词 及 
模 态 启 的 性 质 均 与 直觉 符合 ,这 是 作者 想 提 出 的 一 个 肝 辑 系 坏 , 供 大 家 选择 采用 。 此 外 作 
者 还 可 提出 另 一 个 系 炉 来 ,其 中 亦 没有 区 涵 怪 花 ,但 其 出 发 点 和 上 述 系 芒 完全 不 同 、 这 个 
系 粒 作者 [9 早 在 1950 年 已 经 得 出 ,但 那 时 因 无 法 处 理 联 灶 鹿 玉 ,4， 因 此 被 迫 放弃 , 现在 
已 能 把 这 两 联 辕 词 包括 进来 了 ,因此 特 同 时 提出 ,以 供 大 家 比较 选择 (4$ 6). 

作为 玩 辑 系 坏 来 设 ， 应 亦 包 括 谓 说 演算 ， 但 向 来 当 人 们 讨论 模 态 系 坟 或 新 莫 涵 系 丈 
时 大 都 不 讨论 这 一 部 份 ， 大 网 由 于 在 这 方面 的 研究 傈 未 获 显著 成 果 的 共 故 .由 于 同一 理 
由 ,作者 愿 把 谓 蛮 演算 部 分 另 妇 发 表 , 不 相 刘 杂 ， 这 样 郎 使 在 请 词 演算 部 分 的 公理 选 得 不 
够 恰当 ,也 不 致 于 影响 到 命题 演算 部 份 的 恰当 与 否 了 . 

$1 基本 模 态 系 和 统 

泥人 对 为 止 , 除 Eukasiewiczml 系 外 ,各 家 的 模 态 系 炉 都 包含 有 下 列 的 模 态 系 浆 ,叫做 
基 杯 模 态 系 葡 ( 征 引 时 叫做 系 称 甲 ) ,证 的 公理 及 原则 如 下 (我 疝 恒 假定 : 所 引用 的 二 值 系 
二 的 公理 系 航 中 只 用 C- 分 离 原则 ): 

1 如果 人 则 口 w 为 永 萄 是 的 公理 、 

2。 下 口 waa . 

3. 分 离 原 则 (省 称 为 [分 ]): Fa 一 有 (由 .os 。 可 得 8B). 

4. 合 取 原则 (省 称 为 [ 合 ]): ax，B 一 天 os. 

5. 必然 分 离 原 旭 (省 称 为 [ 必 ]): Fep, 口 c 一 口 B: 

6. 等 价 外 延 原 如 (省 称 为 [外 ]): Go 一 GDczDS8， 

现在 我 们 推出 系 葬 甲 的 一 些 性 质 . 

性 质 1 ”如果 x 为 二 值 系 糙 内 的 形式 定理 , 则 口 zx 及 a 均 为 系 粒 甲 内 的 形式 定理 , 并 
且 二 值 系 区 为 甲 的 部 分 系 炖 ，。 

在” 二 值 系 葬 可 由 适当 的 公理 而 只 用 C- 分 离 原 则 而 推出 。 故 按 (1) 可 拒 各 公理 前 加 
上 "“ 口 ”利用 必然 分 离 原 则 , 易 见 一 值 系 蒋 内 的 形式 定理 前 面 加 上 符号 “ 口 ” 后 可 在 系 芒 甲 
内 推出 ， 再 根据 买 理 (2) 及 分 离 原 则 ,又 可 推出 w。 又 因 二 值 系 就 内 有 形式 定理 CK。C。ap， 
故 在 系 欧 甲 内 有 FK.Cusp， 故 当 有 wx，Cos 时 ,由 合 取 规 则 先 有 天 。C.8， 再 根据 分 离 原则 
有 B。 故 二 值 系 炎 内 的 C- 分 离 原 则 在 系 和 弦 甲 为 亦 可 推出 . 因此 二 值 系 笠 为 系 浆 甲 的 部 
分 系 蒋 。 

性 质 2 ”在 二 值 系 基 内 有 形式 定理 C.p，E.8, EC.sCr 时 ， 在 系 料 甲 内 有 形式 定理 
Fas， Ga){《 以 及 GDoDB) 及 GFosFy 
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证 ”如 果 二 值 系 葬 内 有 Ce， 按 上 隆 质 1, 甲 内 有 Fi 如果 卫 值 系 敬 内 有 Bi 序 有 
Cis 及 Ch， 则 甲 内 有 Fe 及 Fu， 依 合 取 原 则 双 有 Ga 上 钨 外 延 规则 再 得 ,GDaGR- 
最 后 如 果 二 值 系 蒋 内 有 EC.eCre, 优 上 , 甲 内 有 GC-eC*， 直 规则 [外 ] , 知 甲 内 有 G 瑟 症 二 


准 此 ,例如 因 二 值 系 和 萄 内 有 ECK:ivCsCay 故 甲 内 有 GFK.wrFCpr 因此 可 知 甲 内 有 


FKF.ap 〔〈 由 于 甲 内 有 FF.pCoe)， 双 二 值 系 坏 内 有 ECNw， 故 甲 内 有 1GDaFXNE， 三 值 
系统 内 有 ECopCeK。p 故 四 有 GFosF。K。p 等 . 

性 质 3 ”在 二 值 系 区 内 如 果 有 形式 定理 Copy CCar，C.CpCr 等 , 则 在 系 坏 甲 内 分 别 
有 规则 : 口 x 一 口 B; 口 c 口 B 一 口 7 及 口 x, 口 有 口 7 营口 8 等 ， 

让 ”如 二 值 系 苞 内 有 Cee， 则 甲 内 有 Fep， 故 依 必 然 分 高 规则 可 得 口 w 一 日 B; 如 
二 值 系 航 内 有 C-Car， 则 甲 内 有 ECay， 故 依 必 然 分 窗 规 则 有 口 & 一 Fay， 再 依 必 然 分 
离 规 则 双 有 口 w, 口 8 一 口 yY. 其 余 仿 此 证 明 .。 。 

性 质 4 在 系统 甲 内 如 有 了 形 定 理 : FK.Tp， 则 恒 可 选取 'T 为 "Cus， 朗 恒 可 每 为 : 
“FFKeTp 而 了 王 Cop . 

所 请 了 工 形 定理 是 指 :. 在 系 煽 甲 内 我 们 可 以 推出 两 个 形式 定理 了 及 和 K。Tpy 但 无 戎 如 
何不 能 推出 Fep〈 郎 前 坦 由 含有 一 个 永 凑 的 部 分 命题 而 无 法 除去 ).。 这 种 了 和 形 定 理 在 
Lewis 的 书 中 出 现 多 次 ,T 可 能 出 现 各 种 各 洋 的 形式 , 甚至 于 可 与 % 有 和 存 不 相关 。 这 个 
性 质 是 改 , 尽 管 了 可 采取 其 它 各 种 形式 ,但 恒 可 采取 一 个 极 简 单 、 符 合 直 党 的 形式 ,， 部 避 
“Ce 形式 ,这 样 简直 不 必 再 烦 和 神 去 记忆 和 了 .本 性 质 的 证 明 如 下 : 。 

在 ” 慨 用 某 种 方法 证 出 一 个 了 工 形 定理 '1) FKUpy 其 中 忆 为 系 巧 甲 内 的 一 条 形式 定 
理 。 在 甲 中 可 根据 性 质 2 把 (1) 写 成 ECCs，U 谣 为 形式 定理 ， 根 据 分 高 原则 故 得 Ce. 
让 C。a 亦 为 系 葬 甲 的 形式 定理 ， 今 在 三 值 系 炉 内 有 依 性 质 1， 大 风物 可 正 天。 
Co。ssg。 邹 可 写 为 “PKoTp, IT 一 Cop”. 

换 句 话 改 ， 在 系 业 甲 及 其 加 强 系 三 中 ， 所 有 了 形 定理 均 可 化 为 标准 形 : “PRETp， 


7 = C. 咏 因此 以 后 写 出 工 形 定理 时 不 必 乏 条 标注 了 为 什么 了 。 Lewis 不 明白 这 点 ,所 以 


费 了 极 大 气力 去 找 各 种 工 形 定理 D, 其 中 代 所 有 的 形状 , 极 难 捉摸 ， sewrcos 这 由 于 
Lewis 对 模 态 系 炳 本 性 还 不 够 朋 了 的 符 故 . 


性 质 5 oggpeeerroy 朗 屋 Go) 表示 由 2a 及 其 它 若 干 


纯 用 符号 C，4, 天 ,FE. N 口 , OF,G 而 组 成 ;而 和 (8) 表示 在 土 命题 中 把 一 个 或 者 


于 个 zx 改写 为 有 NE 5 规则 : 
等 价 替 换 规 则 : Gos 一 GOk4a)94B)， 
让 ”人 张 性 质 1 我 们 有 
Ga 一 CCorCary，GCraCrs，G4 和 yar，GCdyrsdrypy GE 天 pyr， 天 7KyB GEEar， 
GEroEryse， CNVeVe，CFoyFEay。、CFroEyp CGwGCpr CCGrocypy 
由 规则 [外 ] 有 : Co 一 CDoDB，Ge8. 
故 根据 @(a) 的 组 成 形状 可 以 逐步 的 旋 出 CO4a)O4CB 记 
我 何必 须 注 意 ， 这 条 等 价 赫 换 原 划 是 一 条 起 未 粒 的 定理 , 必 不 能 够 代 赫 Lewis 所 答 出 
二 
1) Lewis 所 找 的 “7T7” 都 是 “ 口 az 形 , 部 都 以 "已 为 起 善 的 。 但 这 个 特点 至 少 在 邓 煽 31 下 并 浸 有 御 科 好处。 


到 -- 一 一 一 一 一 -一 一 一 -- 一 一 一 一 一 一 一 一 
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的 等 价 替 换 原 则 ， 因 为 在 这 里 , @(a) 必须 限定 由 wa 根据 上 述 九 个 符号 组 成 ,万 一 Go) 中 
出 现 新 的 联结 词 ， 那 末 这 里 的 等 价 赫 摘 原则 便 不 能 适用 了 ,而 Lewis 所 和 给 的 原则 却 没 有 这 . 
全 限制. 

但 是 ,我 们 煌 定 : . 吉 条 米 香 惧 下 面 时 葡 的 加 强 采 蒜 全 ， 凡是 遇 到 新 引入 联 烙 词 时 , 必 同 


时 引信 相 应 的 等 价 替 换 原则 ,这 样 可 以 担保 ,只 要 @(a) 是 合适 的 公式 ， 那 末 恒 有 下 列 规 
则 | : 





Go 一 COCoa)948). 
本 于。 和 们 座 访 在 下 妇 所 六 的 各 条 本 中 都 具有 Lewis 所 答 的 等 价 替 换 原 则 . 


$2 “基本 模 态 系统 的 加 强 系统 (上 ) 


基本 模 态 系 入 无 疑 地 是 太 呢 了， 要 香 出 模 态 词 的 各 种 性 盾 或 与 目前 各 模 态 系统 作 比 
较 , 我 们 须 引 和 一些 新 展 理 , 要 引入 这 些 公 还 ,当然 有 很 多 方法 ,我 们 现在 只 从 下 烈 的 方式 
加 以 考虑 . 

因为 在 系 答 甲 中 有 公理 已 ), 故 由 Fo 可 以 推出 C,p。 其 次 系 炉 甲 包含 了 整个 二 值 系 
入 , 故 由-C.a 可 以 推出 规则 : -ax 一 让 但 反 过 来 未必 对 。 因 此 ,我 们 对 系统 甲 的 最 后 一 
条 原则 (外 延 原则 ) 可 以 第 一 步 加 强 为 CC.pGDeuDB (公理 1)， 再 加 强 为 FGoGDoDB 
《公理 2)， 凡 由 系 煽 X 经 过 这 样 的 加 强 所 得 的 系 舟 今后 分 别 听 做 Xi，Xa， 

至 于 富 ,， B 一 形 的 原则 :, 则 可 以 逐步 照 下 法 加 强 : 

(1) ay 有 一 "7 (2) 2 一 Cpy (3) CoCpr (4) FeCpr 


(5) 倍 一 ” FEpr (6) CaFpry (7) 已 apr 
aaa 能 于 在 右 方 的 ): 
AAS 一 (4) 、w 
(1) 一 (2) 于 (7) 
SR 


再 加 上 (8): as) 有 从 ， 《9): (4)(5) 合 侨 以 及 (10): (4)66) 合 余 , 一 共 得 出 十 个 条 煽 来 
( 连 原 来 系 坏 郎 (1)). 显然 (8) 弱 于 (6)，(9) 电 于 (7) 而 与 (6) 独 立 ，(107) 弱 于 (7). 

& 系 攻 甲 中 的 分 高 原则 、\ 必 然 原 则 以 及 合 取 原 旭 都 是 “， B->?Y” 形 ， 因 此 可 仿 上 面 逐 
步 作 出 加 纺 , 倍 试 讨论 加 以 后 的 各 情况 。 

就 分 高 原则 言 ,如 照 原来 写法 灵 序 , 把 Fo 相当 于 上 面 的 ay 那 末 最 强 的 (7) 便 旦 下 
形 :“FFesFes"， 但 这 根本 便 是 系 蔽 甲 内 的 形式 定理 ， 因 此 在 这 方面 的 加 强 没 有 得 出 新 系 
萄 . 

如 果 我 们 把 分 离 原 则 写 戌 “ay Fep 一 月， 再 依照 上 面 的 步 加 强 ,， 可 以 看 见 上 面 的 
《4) 相 当 于 “F.CF-pp"， 但 这 仍 是 系 芒 甲 中 的 形式 定理 ， 得 不 出 新 系 煽 。 因此 所 需 考虑 的 
只 是 加 大原 则 (a): wx 一 FFopp， 公 理 (b) CoFFepp 玉 公 理 (c) FeFFespg。 凡 由 系 圾 和 经 过 
这 样 的 加 怠 而 得 的 系统 今后 分 别 吓 做 X。， Xe，X.. 

就 合 取 原 则 而 言 , 因 为 在 系 租 甲 内 状 op 与 站 g。 是 可 以 互相 替换 的 ,所 以 原则 的 两 前 
提 次 序 对 我 们 下 面 的 庄 花 没有 影响 ,因此 可 只 考虑 “oa,， 有 8 一 Kop ”的 形式 . 

照 这 形状 说 来 ,上 面 的 (4) 相 当 于 “F。CpsK。p”",， 这 亦 在 系 吉 甲 内 ,因此 我 倍 亦 只 需 考虑 
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. 加 大 (5) az 一 FpK (以 后 串 做 “规则 [*]”)，(6) C.FpK。p 及 (人 7)JEFpKp。 和 
到 系 丈 甲 去 ,可 得 出 二 值 系 舟 。 证 明 如 下 : 

在 系 攻 甲 中 有 GFsK。pFp。， 故 根据 等 价 替换 规则 可 把 (6) 换 成 C.5 帮 ， 其 特例 为 
CFN。。， 但 在 甲 中 双 有 G 口 wFN。， 故 这 式 叉 可 换 成 .CaDa， 因 而 推出 闪 则 “ 口 几 ; 
把 这 规则 应 用 于 Ceo 吕 wa 人 Fa 口 w， 与 肛 理 Fauau 相 奋 俐 得 Go 吕 wo; ae 
一 值 系 料 了 . 

加 (7) 于 系统 甲 当 然 更 得 到 二 值 系 炉 ， 因此 我 们 只 需 对 论 加 规则 [*] 于 系 三 甲 所 得 到 
的 新 系 吉 。 凡 由 系统 和 作 这 样 加 强 而 得 的 系 芋 今后 咋 做 系统 X*. | 

我 们 可 以 指出 ,加 太 规 则 “一 FeK-i" 与 加 入 规则 "a 一 口 se 相当 (因此 后 者 年 时 稚 | 
规则 [s]); 姨 明 如 下 : 

上 面 已 才 过 ， 在 系 欧 甲 内 有 GFpK。ppFps， 故 由 “az 一 FpKp” 先 得 “aa 一 Fp 再 得 
“wx 一 FNo” 即 “w 一 口 c”. 

反之 ,在 系 航 甲 内 有 “ 品 x 一 Ppo ， 故 由 “a 一 口 w” 先 得 “ca 一 Pps ， 再 根据 
“GFp 开 。pFpa ”而 得 “a 一 FpK。p . 

规则 “& 一 口 w 首先 由 亚 里 士 多 德 提出 , 便 引起 若干 讨论 ,近年 来 叉 由 Godel 重新 提 
出 , 措 得 到 部 分 对 辑 家 的 采用 ,也 有 部 分 肝 辑 家 加 以 反对 ,无 葵 如 何 ,这 是 一 条 很 值得 注意 
的 规划， 而 遵照 我 们 的 办 法 这 规则 很 自然 地 秩 考 虑 到 了 . 

如 果 把 必然 分 离 原则 写成 “Fe, 口 c 一 口 肪 形 ， 则 相应 于 上 面 各 加 强 步 又 的 如 下 ， 
今 把 加 入 相应 的 公理 或 原则 后 所 得 到 的 系 坟 分 别 中 做 甲 一 侨 ieaeyeaeefgpepa - 
甲 一 癸 ): 

[ 甲 ] .Fo 口 x 一 口 86， [ 忆 ]: Fo 一 CDaDB， [ 丙 ]}: CCEEGSGB 下 

[ 丁 ]: FF<CDDoDDp， [ 皮 ]: Fo 一 DoDB8， [已 ]:: 系 蕙 内皮 合作 ， 

[ 庚 ]: 系统 丁 成 合 任 ，“[ 辛 ]: CFepF 口 xc 吕 有， [ 壬 ]: 系 煽 丁 辛 合 任 ， 1 

[ 癸 于 FFepF 口 xc 口 B. 同和 。 1 
这 十 -个 系 闵 是 我 们 今后 讨论 的 骨干 : 

如 果 把 必然 分 离 厌 则 写成 “ 口 c, Fe 一口” 形 , 则 双 有 七 个 相应 的 新 公理 原则 ,其 中 
相应 于 (3)(4) 的 分 别 与 上 面 的 丙丁 一 致 ， 此 外 的 则 全 是 新 的 。 这 些 新 公理 原则 与 已 有 的 
各 模 态 系统 关系 较 少 ,所 以 我 们 不 在 这 里 深入 研究 它们 . 

但 是 郎 就 上 面 所 考虑 的 情形 瑶 来 ， 已 经 有 很 多 的 系 芒 需 作 研究 了 . -首先 有 系 巧 甲 至 
癸 ,每 种 加 或 不 加 “*" 号 , 共 20 种 ， 每 种 双 带 或 不 带 足 码 1, 2, 总 共 ( 连 不 带 的 ) 有 60 种 ， 
每 种 双 带 或 不 带 足 码 ctc, 总 共 ( 连 不 带 的 ) 240 种 。 但 是 其 中 有 很 多 系 巧 是 相同 的 . 

第 一 ， 容 易 看 见 ,由 辛 可 得 辛 t 由 次 可 得 癸 ,, 因 此 有 

辛 一 辛 b 壬 王 壬 ， 癸 = 英 = 奖 :. 
我 人 和 锡 定 删 后 存 前 , 故 可 删 去 辛 ,, 壬 :, 癸 :及 癸 ;. 

人 2 
一 成 * 两 * 一 丁 * 一 局 "一 康 ” 浩一 于 "一 茯 ” X 一 7 
ea 本 己 ”次 生 忆 区 ” 及 和 的 杀 才 于 证 生 下 和 

第 三 ， 可 以 证 明 


mp 所 


yp 
2 
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Cr 三 内 ， 忆 ; 一 内 ,。 

让 在 希 业 甲 内 有 GF<pF-Ko6, 由 此 容易 得 (1) CEFepF-K<a- 甲 内 又 有 (2JCF<pEK<- 
二 值 系 酌 内 有 规则 [3]2?…Cop， Cer 一 CeoKpr 由 [3](1)(2) 得 (4): CFcsCoKep. 但 在 系 才 
乙 内 我 们 有 新 公理 : CG.C 口 c 口 8 从 写 逐 步 推出 (5): CG 天 ceCCDKDPpBcOaDB- 
飞 应 用 规则 [ 乙 ] 于 FKapp 得 (6); C 口 Kop 口 gs。 在 二 值 系 舟 内 可 由 (5)(6) 推出 (7) 
CG.KE。sC 口 co 口 8， 根 插 c 可 传 性 由 (4)(7) 得 CFesCDc 口 8， 这 邹 公 理 两 。 故 知 乙 , 一 
内 i 面 乙 : = 两 :.、 故 内 : 与 内 ,可 删 而 不 葵 . 

第 四 ， 可 证 成; 三 凌 攻 二 辛 ) 因此 己 ， 一 - 辛 ， 庚 ， 于 壬 ! 外 壬 )5 故 皮 :、 庚 :、 己 ij 广 ,、 


所: 均 可 删 而 不 论 . 


赶 ” 仿 上 让 明 ， 不 进 (6) 改 为 6) 5FDKep 口 B《 利 用 规则 [成 ] 得 )，(5) 疏 郁 (5 ): 
CG。.K。pCFEDKesDBEDoaDRB， 然后 可 推出 CGuK。sF 口 c 口 8， 再 推出 CFeFDOeuDRB 部 手 
业 辛 . 

第 五 ， 可 证 戊 := 癸 :( = 癸 );, 故 成: = 己 : = 庚 ; 三 辛 x: 一 壬 :三 性 : 均 可 弄 而 不 葵 - 

在 ” 仿 上 ,(6) 仍 改 用 (6 )。 在 系统 成 :内 有 新 公理 FGupsC 口 c 口 6, 故 把 上 天 药 (5 Jag 
为 (5 )3 ECeKesCF 口 Kop 口 有 F 口 “ 口 E， 我 们 注意 ,在 系 巧 甲 至 癸 及 其 加 纺 系 幸 买 > 中, 沸 
没有 规则 “FE.cpr，8 一 FE” 因此 要 想 利 用 (6 ) 而 把 (5”) 中 的 第 二 个 前 提 ( 部 下 D 尺 -csDB， 
除去 ,不 是 一 件 简易 的 事情 。 不 过 现在 可 依 下 法 除去 。 在 系 太 甲 内 有 “ 口 5 一 F。” , 再 应 
用 规则 [成 ] 可 得 “ 口 6 一 FDa 吕 6 ， 仿 上 再 得 :日 5 一 FOQaKkDxD5” 最 后 得 SC 一 
一 5 开口 m% 口 oo 天 口 m 天 口 o 口 6 ， 故 在 系 坟 上 成 中 可 有 规则 口 5, FKDwDasxCcD5p8 ( 技 部 
F 开 口 o 天 口 o 口 58) 一 FEK 口 % 口 必 8 "根据 本 规则 及 (6 )(5”) 郎 可 推 得 FGC。KesFDaDB、 
仿 上 上 再 推出 _FFeaF 口 c 口 6B， 这 便 是 新 公理 颁 . 

第 大 ， 显 然 芝 三 ， 又 Xe 十 口 Fos 一 X”( 故 Xe 一 X)， 因此 对 有 星 号 的 系 料 
只 需 考虑 加 码 情 便 名 可 

证” 显然 在 X* 中 可 推出 口 F.， 其 灵 , 在 X* 中 有 规则 “a 一 口 扩 ,在 系 料 甲 中 有 
规则 “Du 一 PC。ps: ， 根 据 下 可 传 性 极 易 由 这 规则 推出 “ 口 c 一 FFesp”, 首 是 两 规划 合作 


“可 得 “一 FFep”"， .这 印 X。 系 翘 的 新 规则 。 故 在 系统 X* 中 可 推出 X。 及 DEF. 


其 次 ， 解 有 规则 [o]: “ax 一 FEso"， 在 甲 中 双 有 必然 分 高 原则 ， 邹 得 “了 F。 
口 Fs 一 口 o， 故 加 入 口 F。。 后 两 者 合 俐 得 “a 一 口 w， 邹 得 X*，。 证 明 完 毕 . 

第 七 ， 我 们 还 有 : 乙 * 十 口 E。。 及 成 。 均 变 成 二 值 系 业 。 因此 ， 己 # 至 性: 专 及 喊 .3 
淆 . 均 变 成 二 值 系 交 ， 
芷 .在 Zs 中 可 推出 规划 “FFpr 一 CpFo 如 下 : 司 有 (1) FFey， 在 甲 直 有 “os 一 


一 FECprCey 再 由 规则 [ 忆 ] Fe 一 CODaDRB 可 把 上 规则 变 成 Fos 一 CFperF。”。, 把 这 规 别 


应 用 于 (1) 得 (2): CFFpyrrFsy。 但 系 业 Xs 内 有 公理 (3): C aFFpyr， 根据 C 可 传 性 由 (2)(03) 
得 CaFr*， 换 句 话 表 ， 我 们 有 ”FF 一 CaFeo 如 果 在 忆 , 中 上 再 加 藉 DER， 测 由 审 中 的 
规则 可 推 得 (4) FEpF。。， 利 用 上 述 规 则 于 (4) 可 推出 CeFpa, 若 B 代 以 Na, 则 得 (5)CaDa-_ 


闻 “ax 一口。 把 这 规则 应 用 于 (5) 得 Fa 吕 wx。 因 而 便 变 成 二 值 系 入 。 
再 讨 芥 成,.， 仿 上 可 在 成 .内 推出 规划 天 .Far 一 了 FaFo 。 双 在 甲 内 有 FECarCe 改 在 手 
态 成 中 (应 用 规则 [成 ]) 我 个 可 推出 (6) FFprF。 但 系 攻 X. 中 有 (7)z 了 ppEary， 利 用 下 可 
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传 性 由 (6)(7) 可 得 (8) FaF.-.。 把 上 渡 规 则 应 用 于 (8) 得 FeFeey' 代 有 8 以 Na 得 FaDa, 因 
此 又 得 出 二 值 系 克 。 起 明 完 上 毕 。 
由 前 五 项 ,可 知 若 不 计 趾 码 ce, bz, c， 则 共有 24 个 系 莹 ; 

甲 , 甲 ;, 甲 , 乃 *， 甲 ?1 ， 乙 ， CD Ca 和 -两 ,两 *: 丁 ,， 本, 本 2 

皮 ;， 己 ;并 3 省, 者 3 玫 1 发、 
没有 星 号 的 共 16 个 ,每 个 可 加 是 码 as, 2,c 共 48 个 ; 有 是 号 的 共 5 个 ,每 个 只 加 是 码 如 
共 5 个 ， 合 共 可 得 74 个 系 灼 。 但 须 除 去 戊 .至 癸 . 以 及 忆 ， 两 六 ， 故 实 得 65 个 系 杭 .. 
其 中 是 否 还 有 相同 的 * 今 不 可 知 ， 


在 后 文 可 以 证 明 , 规则 [Cj 可 代 以 公理 C 口 Kop 口 wa， 规则 [ 成 ] 可 代 以 公 丙 


F 口 Kop 口 cc。 同 理 ， 在 系 和 Xi 及 X: 中 ， 外 延 原 则 可 分 别 代 以 公 琴 CGasGDaDp 及 


FG。sGDcxDB.。 至 于 分 高 原则 及 合 取 和 原则， 两 者 都 有 相应 的 形式 定理 ( 郎 CFepC。e 或 、 


ERKEFes。s 以 及 CeCsK。 或 FEK。Kes)。 故 仿 通 常 二 明 推荐 定理 的 办 法 而 证 明 于 面 的 推 葵 
定理 : 


定理 (推荐 定理 ) ” 凡 从 系 坑 乙 起 ; 附 有 足 码 1 或 2 不 附 有 星 号 又 不 附 有 是 友 4 的 各 


系 坟 , 都 具有 推 葵 定 理 朗 : 如 果 加 新 假 慨 wm, mm，.…'ox 后 ,可 以 在 该 系 坊 内 推出 辕 论 5 


时 , 则 在 该 系 坏 本 身 内 必 可 推出 
CaCuCo， 人 Cak-iCakp 《 C 推论 式 ) 
或 FK。K。KEe Ko-iakp (FEK 推论 式 ). 


具体 悦 来 ， CC 丁丁， 辛 (三 辛 ) ,于 6G= 于 0， 全 (= 刁 ) 以 及 各 加 是 码 - 
bc 的 , 均 具 有 推 花 定 理 。 其 中 丁 ， 丁 zx， 及 癸 ( 刁 .已 退化 ,不 计 ) 具 有 FEK 推 狂 式 ， 其 蕊 
为 只 只 有 和 推 花 冻 。 

把 这 些 系 和 统 与 迄今 已 发 表 的 系统 相 上 比较 ,可 以 看 见 : 

LewisDm 的 系 碗 S1; 介 于 系 坟 丁 康之 间 

Lewis 的 系 坑 S2: 邹 系 较 庚 

Lewis ”的 系 坊 S3: 郎 系 才 人 

Lewis ”的 系 往 S4: 其 形式 定理 与 系 葬 癸 " 的 全 同 

Lewis 的 系 舟 3S5: 无 相当 江 . 

von Wright 册 的 系 煽 M: “ 邹 系 坑内 *( 三 S2”) 

von Wright 的 系统 M : 即 系 过 津 (三 癸 *) 

von Wright 的 系 和 统 M ”: 邹 S53, 无 相当 者 . 

FeysD 的 系 舟 二 序 系 坟 两 * 一 8S2”) 
至 于 Feys 的 系统 “, r, 刀 等 ;讨论 高 级 模 态 命题 的 纵 价 ， 在 本 交 的 系统 市 泛 有 址 沽 帮 

注意 ，S4 的 形式 定理 虽 与 癸 * 的 全 同 , 但 S4 有 FK 推荐 式 ， 而 癸 * 甚 至 于 违 C 推 戎 式 - 
都 没有 ， 因 为 在 3S4 中 “a 一 口 c 只 作为 超 系 坟 定 理 而 推出 ， 但 癸 * 则 以 这 规则 为 系 梳 内 
的 规则 . 

本 文 作 者 员 以 前 也 佛 以 系 坟 $1 为 基础 ,言论 过 于 面 的 系 梳 ; 

S1.1 = 一 S1 十 CGepG 口 xc 口 8。 这 在 本 女 系 芋 中 亦 无 相当 者 . 
S1.2 = S1 十 FGoGDc 口 8 这 在 本 文系 巧 中 亦 无 相当 者 ， 
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31.3 = 31.2 十 FDwFDBpBDeu. 

作者 以 前 不 敢 断 定 S1.3 与 S3 的 同 异 。 今 按 利 用 下 口 aF 口 8BGe 可 使 了 形 定理 
FK 口 x 口 658 中 的 口 5 除去 ( 当 口 为 形式 定理 时 ). 但 3S1 中 有 形式 定理 FK 口 玉 。p7 口 xc， 
T=FKop 为 口 f 形 的 形式 定理 ， 因 此 可 以 除去 了 而 得 FOODKep 口 xw， 于 是 31 便 变 成 
32. 但 32 加 入 FGCosGDeaDP 有 后 便 变 成 8S3 〈 邹 庚 : = 儒 ), 可 见 S1.3 与 S3 为 同一 系 
往 . 
在 某 个 意 文 髋 来 , 本 文 实 序 作 者 前 妇 m 的 一 个 糙米 ， 不 过 我 们 不 以 S1 为 基础 而 以 弱 
得 多 的 系 筋 甲 为 基础 .所 加 入 的 新 公理 不 限于 Cc.CODa 口 8 等 寥寥 三 两 个 ， 而 是 有 系 
坊 的 若干 种 新 公理 罢了 。 


$3 基本 模 态 系 芒 的 加 强 邓 区 ( 下 ) 

现在 我 们 想 对 若干 个 重要 的 加 纺 系 坏 作 进 -- 步 研究 . 4 

先 讨 论 系 坑 乙 。 

定理 3.1， 系 葬 乙 亦 可 由 系 称 甲 加 入 下 列 公 理 而 得 到 . 

( 切 C 蝇 KoD 有 B 

证 查 因 系 符 四 有 (2)》 FK。p， 应 用 规则 [ 乙 ] 邹 得 (1)。 反 之 , 讼 把 (1) 当 作 公 理 而 加 入 
系 闵 甲 , 卉 屋 Fop 已 证 出 , 记 为 ( 打 。 则 由 [ 合 ](27[ 必 ](4)(3) 序 得 (5) GC.Kes ((2) 表 示 
FKeps(4) 表 示 FCopCeKe)， .根据 全) 在 (1) 中 把 Ke。 换 为 e 邹 得 COc 口 B. 换 句 话 届 ， 
可 以 推出 规则 “Fe 一 C 口 w 口 把 ， 这 邹 { 乙 ]. 可 网 加 大 (1) 后 序 得 规则 [ 乙 ]. 定理 得 
让 .- 

定理 3.2 ”系统 乙 为 具有 下 列 特 点 的 最 小 的 系 蒋 5: 

凡 Ce 为 二 值 系 芒 的 形式 定理 时 ，CcDa 吕 8 必 为 系 煽 乙 的 形式 定理 。 

在 ”车 Ce 为 二 值 系 芒 的 形式 定理 , 则 Fp 为 系 葬 甲 的 形式 定理 , 再 运用 规则 [ 乙 ] 
得 C 口 < 口 B， 故 它 为 系 区 乙 的 形式 定理 .反之 , 屋 一 系 克 具 有 上 列 性 盾 ， 蜀 因 二 值 系 粒 
具有 形式 定理 CK。p， 故 访 系 统 应 有 形式 定理 C 口 Ka8 口 B， 依 上 知 该 系 闵 包含 了 系 迷 
乙 . 故 定理 得 证 . 

“在 系 煽 乙 中 , 必然 分 离 规则 虽 可 用 公理 来 代替 ,但 外 延 规划 却 不 能 ， 故 系统 乙 不 能 具 
有 推荐 定理 ， 

注意 ,如 果 CKeey 为 二 值 系 太 的 形式 定理 ， 我 们 只 能 设 口 K.p 口 y 为 系 灯 乙 的 形 
式 定 理 ,不 能 通 CKDDc 口 8 口 y 为 其 形式 定理 , 因 在 系 葱 乙 中 ，DKes 与 KxDB 是 否 


等 价 无 从 推 武之 故 . 换言之 ,二 值 系 业 有 C.Cer 时 , 系 蒋 乙未 必 有 CDxCDBDY. 


现在 再 讨论 系 桩 内 
定理 3.3 ” 系 芋 两 可 由 系 坏 甲 加 入 下列 两 公理 而 得 : 
(D CODRKapBDea 
(2) CK 口 zc 口 B 口 开 。e 
直 ” 由 公理 内 可 推出 规则 [ 乙 ], 因而 推出 (1). 其 次 , 系 航 甲 内 有 (3) PCpeK。e， 由 


em 一 一 一 一 





1) 所 滑 * 最 小 " 乃 对 系统 甲 的 加 疆 秒 纱 泊 首 , 下 同 。 
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多 
[分 ] 丙 (3) 得 (4) C 口 xcFpKep. “再 由 两 代 大 得 :(5) CFPK。pC 口 8 口 Kop， 由 (4 江 5 及 四 的 


可 传 性 得 (6) C 口 xc 口 B 口 Kep. 这 与 (2) 相 当 . .反之 ， 屋 加 大 (1)(2) 到 系 浆 甲 去 , 则 由 和) 


可 推出 规则 { 己 ] , 由 规则 [ 乙 ] 可 把 系 芋 甲 中 的 (6) BEKsCo 要 成 (7) CODRKC2p 昌 B, 根 据 


C 的 可 传 性 由 (2),(7) 可 得 pe ee 这 与 CFeCDcxD 有 相当 .因此 便 推出 了 丙 . 
定理 得 证 . 

定理 3.4 系统 琴 为 具有 下 烈性 质 的 最 小 的 系 访 : 

凡 二 值 系 芳 具有 形式 定理 C。C。… .Cea 时 ,项 系 熏 具有 形式 定理 COumCDo，…， 
CDoxxk 口 8《〈 两 者 亦 可 分 别 写 为 : 
CR 天。 天 sk-iaktp 及 天 口 ojiKDo .EDaiOaiDP) 

证 当天 =1 时 , 即 C。p 为 二 值 系统 的 形式 定理 时 则 C 虽 xDP 为 系 索 己 因 而 为 
对 芒 办 的 形式 定理 . 

当 太一 2 时 , 邹 当 C。C。p 为 二 值 系 炉 的 形式 定理 时 ， 则 : FK.3P 为 系 敬 甲 的 形式 
定理 ， 因 而 (8) CQKouoDB 为 系 芍 忆 的 形式 定理 ,， 直 (7 (9 及 CC 的 可 传 性 知 
C 天 口 u 口 必 口 6 为 系 入 两 的 形式 定理 ,这 相当 于 :COmcDw 口 8. 其余 仿 此 逐步 起 明 ， 

反之 , 屋 某 一 系统 具有 定理 所 述 的 性 质 , 则 因 CCepC。p 为 二 值 系 萄 的 形式 定理 ， 故 
CFesC 口 x 口 8〈 即 丙 ) 为 鼓 系 革 的 形式 定理 ,因而 南 系 入 必 包含 了 两 .定理 得 证 ， 

注意 ,在 系 芒 两 中 口 Kep 与 天 口 x 口 8 是 形式 等 价 , 朗 . ED 天 op 天 口 x 口 8， 而 不 是 严 
格 等 价 朗 没有 C 口 天 spKDDcDB. 

注意 ,在 系统 乙 内 我 们 月 怀 口 六 osKDoDB 而 没有 其 首 ， 在 系 欧 两 内 两 者 淘 有 : 此 外 
当 还 有 一 系统 , 即 加 太 CKEDODwxODBDK。 于 系 太 甲 而 得 的 ， 这 系 芍 我 们 这 里 疲 有 人 时 论 到 ， 

就 系 糙 丁 的 本 身 届 没 有 什么 显著 的 性 质 , 但 对 Lewisl tararayrapsanlas 
密切 的 关系 ,这 且 待 下 女 再 夫 . 

今 庄 论 系 纺 上 成 . 

定理 3.5” 系 浆 友 亦 可 由 系 胡 甲 加 大 下 列 公 理 而 得 . . 

(1) 了 口 天 sp 口 c. 

在 ， 把 规则 [ 戊 ] 应 用 于 FK。pJ 即 得 (1). 

反之 , 仿 上 面 的 花 证 邹 避 在 系 攻 甲 内 由 (1H) 而 推出 规则 [ 戊 1. 

定理 3.6 ”系统 友 是 具有 下 烈性 质 的 最 小 的 系 碗 : 

凡 二 值 系 航 具有 形式 定型 Co 时 , 访 系 静 具 有 形式 定理 下 Do 口 有 . 

证 ” 仿 前 . 

注意 ， 如 果 二 值 系 翘 具 形式 定理 C 天 .pr( 朗 cca 时 ， 系 交 友基 形式 定理 Z 口 ass 7y， 
未 必 具 有 FKEDoDBDY ( 即 FDaC 口 BOD7) 

系 称 上 友 有 一 个 很 显著 的 特性 如 下 , 

定理 3.7 ”让 系 芒 皮具 有 形式 定理 T， 则 我 们 司 可 找 出 -命题 Y 使 得 DY 及 FEDYT 
均 为 系 坏 成 的 形式 定理 , 

证 ”我 们 用 数学 归 和 纳 法 让 明 . 

如 果 T 为 公理 , 则 均 呈 Dw 形 , 取 7 = wx 邹 得 . 

如 果 了 是 由 于 应 用 分 离 原 则 而 得 出 , 郎 帮 “FeT，5 一 并 
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由 
乌有 形式 定理 口 5 使 EDiax,， 再 加 以 FoT，, 依 下 的 可 传 性 可 得 FD5T 故 取 y =5 邹 


得 

如 果 了 是 由 于 应 用 合 取 原 则 而 得 出 ， 郎 有 “wa, 8 一 Kos( =T)。 犯 有 形式 定理 
口 ， 口 如 使 FEDpioyFD58 成 立 , 根据 FDRKosDa 及 下 的 可 传 性 显 有 RD K5i52a 及 
F 口 K0568B， 由 这 极 易 推 得 (4): FDDK66Koe， 又 在 甲 内 有 “ 口 8 口 5 一口 K05”, 故 知 
(5) 口 K55， 为 形式 定理 . 避 根 据 ( 和 ;5) 可 知 取 7 = K50; 让 可 . 
如 果 了 是 由 于 应 用 必然 分 高 原则 而 得 , 序 有 “Fe, 口 c 一 口 RC =T)， 则 取 yY= 情 
序 得 . 

如 果 了 是 由 于 应 用 外 延 原则 而 得 , 即 有 “Goe 一 GDeaDhpBC=TI 刀 则 取 y 一 EDoDP 
郎 得 6 因 在 系 坏 成 中 容易 推出 FORKepK 口 c 口 B, 故 得 FDEDoDBpBcCeDpB, 邹 FDY7T). 
于 是 定理 得 让 . 9 

注意 ,在 系 坟 上 成 的 加 强 系 未 中 ,如 果 这 些 加 强 系 翘 只 是 由 于 加 入 口 a 形 的 公理 而 得 ， 
显然 也 具有 本 定理 所 伐 述 的 性 质 .。 特例, 系 葬 庚 ( 丁 皮 合 任 , 妇 8S2) 便 具有 同样 性 质 . 

定理 3.8 如 果 T 及 KRTDDap 均 为 系 坟 成 的 形式 定理 , 旭 FOap 亦 然 . 

站， 巴 然 了 为 形式 定理 ， 可 找 形 式 定 理 口 y 使 (6) FDO7Y7 成 立 . 由 (6) 可 得 (7) 
FK 口 c 口 Y 民 口 aT” 再 依 可 传 性 可 得 (8) FKDwuDYypB。 但 因 系 革 皮 内 有 “Da 一 FDBDo， 
故 由 口 Y 可 得 (9) FDeuDYy。 但 在 系 闹 甲 内 电 (9) 可 得 (10) FaKDc 口 y。 依 可 传 性 由 
(8) 及 (10) 可 得 F 口 c8. 故 定理 得 证. 。 

我 倍 献 研 宪 在 什么 情形 之 下 , 在 系 煽 成 内 可 把 了 工 形 定理 中 的 工 删 去 . 

丽 有 形式 定理 RKsTp， 而 7 为 形式 定理 我 们 可 把 x 化 为 析 取 - 合 取 典 范 形 ， 邹 把 : 
明 化 成 4nid4 dr 之 形 , 而 每 个 yY 均 呈 K6IK6 Kb6o-l6x 之 形 ,而 每 个 5 或 为 原 . 
子 命题 ,或 以 N 或 口 起 首 . 

显然 FKE。Ta 为 FKzTaGi 一 1,2, ,大 ) 的 合 取 ， 当 而 且 只 当 每 个 FK7TA 中 都 可 除 - 
去 了 时 全 式 的 也 可 以 除去 .因此 只 需 诗 论 FKK6IK6: 天 0s-10s7p 的 情形 郎 可 。 如果 某 

一 个 5 以 口 起 首 女 呈 口 7 之 形 , 则 了 即 可 删 去 .不 能 删 去 的 情形 只 限于 每 个 5 都 或 为 原 . 

子 命题 或 为 以 X 超 首 的 情形 .这 种 情形 的 确 是 有 的 , 例如 届 e 为 原子 命题 , 则 FFK.TT ,及 
T 均 为 系 欧 成 的 形式 定理 , 但 FT 则 和 否 。 同样 , 屋 a 为 形式 定理 ， 则 FKeCeps 亦 然 : 便 
FCe。sa 未 必 为 形式 定理 (Co 中 有 以 起 认 的 命题 ). 

此 外 ， 作 者 23 全 以 系 舟 皮 为 基础 而 讨 花 模 态 辞 的 有 穷 性 (在 [2] 中 作者 叫 世 做 系 炉 . 
B ) ,获得 丰富 的 辐 果 ,而 适用 范围 极 广 . 

系 克 已 没有 什么 特殊 性 质 . 今 讨 论 系 闹 庚 .。 依 定义 , 系 硫 庚 刀 系 梳 丁 友 的 合 余 . 

定理 3.9 系 坑 庚 可 由 系 蒋 甲 加 和 大 下 列 两 代理 而 得 : 

(1 FDKeeDu 

(2) 下 开口 x 口 8B 口 Kep e 

在 ” 系 蓄 成 可 由 甲 加 入 (1) 而 得 , 故 现在 只 需 旋 明 对 系 坑 上 成 言 , 加 入 (2) 后 可 得 丁 ， 加 : 
和信 丁 后 可 得 (2) 邹 可 . 

全 在 友 中 有 (3) FDauFpKkEe， 与 公理 ( 丁 ) PFCDoaD8p8 相合 ， 根据 可 传 性 得 

FODeac 口 B 口 Ke， 而 这 命题 在 系 蒋 甲 内 可 化 起 (2)、 
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反之 ,在 皮 中 有 (4) F 口 KoCop 口 8B， 由 (2) ,(4) 根 据 可 传 性 得 FKEDODaFee 口 8， 这 在 柔 
稚 甲 内 可 化 为 丁 、 改定 理 得 证 . 

注意 ,尽管 在 系 闵 成 中 ,(2) 与 丁 可 以 互 化 ,但 在 系 闵 甲 中 ， (2) 与 本 是 彼此 下 立 的 ， [ 
也 不 能 推出 惟 . 故 只 加 大 (2) 于 系 碗 甲 中 亦 得 一 加 弦 系 静 , 与 这 里 所 讨论 的 各 和 柔 幸 均 不 相 
闻 . 了 

定理 3.10 ”系统 庚 是 具有 下 列 性 质 的 最 小 的 系统 : 

凡 二 值 系统 具有 形式 定理 CK。K。…… .Katpsp 时 ， 该 系 浆 具有 形式 定理 
开口 wm X 开口 改天 口 ok-i 口 cx 口 . 

赶 ” 仿 上 定理 3.4 或 3.2 处 的 证 明 妇 得 . 

下 文 可 以 看 见 系 和 统 康 与 S2 公 同 . 

系 芒 人 辛 壬 没有 什么 特殊 的 性 盾 , 今 讨 论 系 巧合 . 

定理 3.11 ”系统 癸 是 具有 下 列 性 质 的 最 小 的 系 芒 : 

凡 二 值 系 统 具 有 形式 定理 CC。… .Cetp 时 ， 蒋 系 吉 具 有 形式 定理 EDaFDeaas 
zxx 口 有 . 

直 ” 当 二 值 系 纺 具 形式 定理 C。C。p 时 ( 试 先 就 和 三 2 而 证 )， 则 系 散 甲 有 形式 定 
理 F。C。p， 根 据 癸 由 此 得 (1) F 口 wmF。p。 再 根据 儒 有 (2) FF.zFODu 品 8. 根据 刁 可 传 
性 由 (1) ,(2) 得 FDwFDo 口 8. 故 对 天 = 2 的 情形 已 经 十 明 。 在 特例 ， 系 萄 奖 中 有 形 
式 定 理 FFarFFesFsy， 因 而 有 “加 尖 " 闪 则 “Fp' 一 FF.aFo ”有 此 规则 即 不 难 对 无关 3 的 
情形 而 作 起 明 。 例 如 证 和 = 3， 即 二 值 率 称 内 有 形式 定理 CuC。 Ca 时 ， 则 系 幸 甲 内 有 
-FaCeCoa， 根 据 癸 得 (3) F 口 mFe,Cee 再 得 (4) FFeCepF 口 ooFop 及 (5) 了 FEF 品 w 品 有. 
由 (5) 应 用 上 述 “加 头 ”规则 得 (6) FF 口 wFepF 口 ooFDos 口 及 由 (4)，(6) 及 可 传 性 可 得 
(7) FF。C。 aeFDooFDo 口 B， 由 (3),(7) 及 可 传 性 得 FOuFGmFDoDRpB. 当 丰 >3 时 
同 法 证 明 . 

反之 , 届 一 系统 具有 本 定理 所 氏 述 的 性 盾 , 则 因 二 值 系 未 有 形式 定理 CCeeCs， 故 蔷 
系 炉 必 有 形式 定理 FF。sF 口 x 口 B， 因 而 包含 了 系 坟 癸 ， 故 定理 得 起 . 

系统 癸 还 有 一 性 盾 ,为 此 我 们 先 答 出 下 述 定 类 

定义 由 C- 分 离 原 则 及 下 列 两 公理 所 粗 成 的 系 芋 叫做 正 基 涵 系 芋 : 

CaCpa 
CCeCarCCJpCa 

定理 3.12 ”对 于 正 藉 涵 系 舟 中 每 一 个 形式 定理 ， 如 果 把 其 中 每 全 原子 命题 均 加 上 符 
号 " 口 ”( 或 把 每 个 原子 命题 均 改 为 “Fe 形 命题 ) ,再 把 “C" 改 为 ` 殖 "， 则 所 得 的 表达 式 必 为 
系 入 八 的 形式 定理 . 

赶 ” 在 二 值 系 和 统 中 有 CCae， 故 在 系统 癸 中 有 EDarFDRpBDaus 其 次 在 二 值 柔 浆 中 有 
CCeCarCCoeCu， 故 在 系 葱 癸 中 有 (1) FFeCarFFLpFer。 用 "加 头 ”规则 显然 可 以 直 PPOua 
推出 (2) FFaFprFeCpry， 由 (1，(2) 及 可 传 性 可 推 得 王 .FprFFpFsr， 作 代 大 即 得 
FFODaFDBDYyFFDaOGRAFDaBy. WeieKWasS 和 全 ace esiruas 系 将 全 
中 推出 


在 正 藏 灾 系 统 中 如 依 C- 分 离 原则 而 作 推 芽 , 即 由 “Coe, a 一 有 ， 则 在 系 萄 全 中 必 荡 
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先 有 Feps 2 4x， 有 表示 依 .上 浊 水 然 对 “及 及 作 变换 而 得 的 精 果 ) ， 这 时 依 下- 分 离 原 财 
朗 可 推出 8 . 

依 数学 归 灿 法 定理 得 证 . 

本 交 作者 提出 一 问题 ; 系 杭 癸 是 否 具 有 本 定理 所 述 的 性 质 的 最 小 系 称 ， 邹 加 入 
FeF 口 8Dw 及 FFDaF 吕 BODYFFDcDpF 口 x 口 y 到 系 煽 甲 后 ,可 否 推出 系 绩 癸 ? 

下 节 将 起 明 系 蔡 癸 序 S 3. 


SS4 CC. II Lewis 的 模 态 系统 1 一 5 


在 各 式 各 样 的 模 态 系 葬 中 ，Lewist 所 葵 的 五 个 系 籽 S1 一 S5 最 为 有 名 ,也 秘 研 究 得 
最 为 深入 ， 现 在 我 们 特别 把 这 五 个 系 和 芒 和 我 们 这 里 所 讨论 的 系 航 作 个 详细 的 比较 研究 . 

容易 看 见 , 系 六 甲 的 各 公理 原则 均 在 ;81 内 ;甚至 于 系统 丁 亦 在 S1 之 内 . 反之 ，S1 
的 原则 ( 代 大 原则 、 合 取 原 则 分 离 原 则 及 等 价 替 换 原 则 ) 均 在 系统 甲 之 内 ,其 公理 如 1 一 B5 
及 B27 亦 在 系 煽 甲 之 内 ,只 有 公理 B6， 不 但 不 在 系 炉 甲 之 内 ;, 逢 且 也 不 在 系统 乙 、 两 了 
之 内 , 在 系 炉 甲乙 之 内 只 有 FEKECoesCprCeory， 在 因 丁 之 内 更 有 CRKRF。sFsrFy， 但 没有 B6 
( 序 BFKEFspRarFey)。 不 过 在 办 丁 之 内 即使 冯 有 有; B6， 但 8B6 却 可 以 作为 了 形 定理 而 推出 ， 
即 了 FRTKPepFprFor， 7 三 MCKFopFprFsry， 因 此 可 以 发 ， 系 煽 内 或 丁 基本 上 是 和 8S1 等 价 
的 . 

系 芒 成 痊 和 81 是 彼此 独立 的 ,因为 在 系 葬 成 考 内 推 不 出 公理 丁 ,而 后 者 包含 于 S1 之 
内 。 系 筋 庚 6 因而 手 及 癸 ) 划 包含 了 1, 但 它 却 强 于 S1 而 不 与 之 等 价 . 

我 佰 这 里 没有 一 个 系 坊 与 3S1 等 价 的 事实 不 足以 作为 我 们 所 讨 花 的 范围 太 过 狂 小 的 
证 据 , 勿 宁可 以 瑶 是 81 系 坏 本 身 规定 得 不 好 ( 亦 即 S1 不 应 作为 重要 的 系统 ) 的 证 据 ， 

因为 在 81 中 此 外 还 有 极 多 的 了 形 定理 ， 甚 至 于 好 些 * 重 要 ”的 定理 在 S1 内 亦 作为 了 
形 定 理 而 出 现 ， 然 则 仅仅 把 表达 下 的 可 传 性 那个 命题 (在 系统 两 丁 中 是 了 形 定 理 ) 删 去 工 
形 ; 演 在 没有 什么 可 取 之 处 ， 本 来 ,在 系 攻 两 丁 内 惟 亦 为 了 形 定理 惟 则 否 , 沽 有 线索 可 了 寻 . 
经 过 31 的 任意 去 取 ( 某 些 删 去 了 形 某 些 则 保留 )， 友 使 系 炉 不 够 分 明了 .因此 作者 座 为 
S1 对 于 B6 的 假 屋 实 在 不 是 很 可 取 的 S 

借 这 个 机 会 ,这 里 想 指 出 Lewis 的 一 个 大 错 谈 ,这 钳 误 也 是 起 源 杆 Lewis 对 系 坑 S1 
的 性 质 不 够 明了 而 引起 的 . 

Lewis 谣 ([1]，195 页 等 处 ) ,在 S1 中 只 能 推出 

21.3 FSIKEF NINCzp 

21.31 FERNCNTSIOKFFN 了 一 ENKENV， 
他 谣 , 根 据 21.3 及 21.31， 只 能 断定 NGp 与 84KFoF:Ne。 相 等 价 , 所 请” 等 价 , 意 指 
有 “NGzp 一 29KFoFNe 及 “39KpeFiNe 一 Ni， 他 现 , 但 是 (同上 ,197 页)， 

没有 自转 假 慨 ( 按 郎 88)， NOp 在 玩 辑 的 力量 上 等 价 于 “有 命题 4 使 Foe 及 FoN。， 
但 加 入 自 圆 假 慨 后 ，NCbp 便 等 价 于 “任何 命题 2 均 有 Fo 及 FiNe” 了" 他 认为 这 些 
和 结果 (对 “, 口 p 亦 有 类 似 辕 果 ) 或 许 是 自转 假 屋 的 最 清楚 的 性 质 了 . 

其 实 Lewis 氏 了 . 印 在 系 炉 两 ( 它 比 81 为 弱 ) 内 ,我 们 不 但 有 “EN4Cp2dgKFoeFN。， 
而 且 还 有 “BENCQprdKEFFN (可 仿 Lewis 的 21.7 及 21.71 等 做 法 ,不 难 ; 今 不 竟 )， 因 
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此 ,即使 没有 自 贺 假 慨 ,在 弱 得 多 的 系 耗 两 内 ， NOp 与 ggKFieFyNe 不 但 本 以 互 推 ; 关 
且 是 实质 等 价 《〈 邹 五) 的 ,和 并且 不 但 与 ggKFoeF;Ne。 实质 等 价 , 还 与 FaKFAESNS 实质 
等 价 . 自 圆 假 圾 的 作用 不 在 于 把 "39 ” 改 为 "4”, 而 在 于 把 " 瑟 " 改 为 “G"( 即 严格 等 价 ) , 或 
把 有 工 形 的 G 定理 改 为 风 有 工 形 的 G 定理 . 因此 和 本 名 和 扩 作用 名 存在 网 上 尖 类; 于 洲 
放 到 存在 赔 题 那 一 章 去 . 

照 -上面 的 讨论 看 来 ,如 果 用 系 坟 两 代替 S1， 则 的 殴 凸 简便 异常 ， 而 S1 的 基本 特点 不 
致 于 有 任何 改变 。 

现在 再 讨 葵 32,， 我 们 证 明 写 邹 系 梳 庚 . 

定理 4.1 2 即 系 太 庚 . 

在”S2 中 不 但 司 以 推出 系 闵 果 ， 并 上 且 还 可 以 推出 公理 丁 ( 昂 Lewis [3] 8: 53) 及 戊 
( 见 Lewis [1] 19.23。， 上 妇 已 证 19.23 与 规则 [ 友 ] 相 当 ) , 故 S2 包含 了 系 太 康 . 

反之 ， 在 系 炉 围 内 有 82 的 各 规则 及 公理 B1 一 B5，B7， 在 系 坟 成 内 有 . B8， 双 二 值 
系 和 共有 CKECesCpayCery， 故 系 碗 庚 内 应 有 下 天 FopFpyEey， 这 和 序 B6 . 因此 系统 康 包 舍 了 3S2 . 
故 定 理 得 证 . 

Lewis 认为 在 S2 内 可 把 所 有 工 形 定理 悉数 扫 去 其 中 的 T， 这 是 没有 根据 的 .因为 朗 
使 在 S3 我 们 也 不 能 把 FE;TT (7 为 任 一 形式 定理 ,和 而 e 为 原子 命题 ) 化 为 无 研 定理 . 
若 表 这 个 例子 是 人 工 做 作 的 , 那 末 就 Eewis 贱 村 过 到 的 形 队 和 天 站 现 鸯 用 在 电 得 多 功 
系 炉 成 内 可 以 把 其 中 的 了 删 去 了 ,无 需 加 强 成 82. 

我 们 注意 , 系 统 康 有 相 当 明确 的 特征 ( 见 上 节 )， 利用 这 些 特 征 我 们 可 以 很 容易 的 推演 


出 写 的 形式 定理 来 (至 少 对 于 一 级 模 态 命题 如 此 , 邵 其 表达 式 中 没有 口 “ 连 续 出 现 的 ). 据 


作者 检查 , 凡 Lewistl 书 中 所 得 的 各 形式 定理 ,都 可 以 利用 上 池 的 定理 3.10 和 了 轴 
来 ,因此 完全 不 必用 到 Lewis 的 那么 麻烦 复杂 的 推 菠 . 

现在 再 讨论 S3. 

定理 4.2， S3 郎 系 梳 妥 . 

在 ，” 系 蒋 癸 证 由 系 业 庚 ( 序 32 ) 加 太公 理 癸 而 得 ， 放 冯 为 S3. 

系 六 给 也 有 极 明 确 的 特征 ( 见 上 节 )， 利 用 这 个 特征 我 们 也 可 以 把 稻 大 都 分 的 形式 定 : 
理 推出 ， 依 LEemmonll 的 建议 ，3S33 可 如 王公 理化 0 (其 中 由 前 三 公理 据 猜 想 可 推出 纯 羽 


命题 ,由 前 六 公理 据 猜 想 梧 推出 纯 _FK -命题 ): 除 下 分 离 原则 外 5 还 有 : 
(1) FFpeFr 《2) FFeFvoFos 《3) FFoeFFiFp 《4) EK5p 


(5) FKoas 《6》 洒 FiFF)EK。 (7) FFaPFNaN 《8) FoNNVy 

(9) FNN  ， (107 FKNVKAN5 
这 公理 系 葬 虽 则 公理 较 多 一 些 , 但 各 联 千 词 可 以 分 划 清 楚 是 其 优点 . 

作者 在 另 一 文昌 中 指出 , 凡 二 值 系 炉 中 有 形式 定理 Ce 时 , 恒 可 找 出 适当 的 原子 命题 
eic 65 《一 般 是 出 现在 x, 有 之 内 的 ) 使 得 在 正 条 涵 系 纺 内 可 以 推出 形式 定理 ， 
CCC.… Copeiei ee 依 上 节 定 理 ， 在 3S3 中 又 必 可 以 推出 FF. Fou'B'Deiei De 
(e ， 8 表示 轻 适 当 办 法 而 改写 的 命题 )。 从 这 点 可 以 看 见 ,不 但 正 基 涵 系 坨 与 二 值 系 入 





1) 在 这 个 公理 竹 犯 内 ， 人 台 取 原则 只 能 作为 超 系统 性 质 而 推出 ， 照 本 文 作者 总 由 必须 加 入 合 取 原 则 后 ,这 公理 系 
入 友 可 算是 S3 的 公 列 系统 。 下 女 34，55 处 癌 。 
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酒 近 , 连 83 也 与 二 值 系 坑 相 近 , 因而 S3 的 不 合用 也 就 可 见 了 . 

再 讨论 34. 

依 工 owis 的 定义 ，84 帮 由 8$2 加 大 -PPDeDD 口 xc 而 得 ，Parrytu 便 指 出 ,可 由 3 随 
便 加 天 一 个 口 口 x 形 的 公理 而 得 ;因此 又 可 由 83 加 大 规 崛 “Da 一 口 Dw" 而 得 . 
Parry 双 指 出 ,由 8S1 加 入 FDeuD Ca 亦 得 S4， 现在 我 们 推广 最 后 一 辣 果 如 下 : 

定理 43 由 系 航 丁 加 入 公理 FODoDD 口 w 可 得 34. 

让 ”下 有 (1) Fa， 由 新 公理 应 得 (2) 口 Fs。 由 丁 有 (3) FF。aC 口 w 口 B, 根据 (3),(2) 
及 必然 分 高 原则 得 F 口 w 口 8。 换 车 之 , 可 以 推出 规则 “Fee 一 FDaODB” 即 得 皮 。 因此 系 
碗 丁 变 成 系 往 虎 即 8S2.。 刻 加 大 了 FDowuDDu， 故 得 S4， 而 定理 得 臣 。 

侠 照 Leminoh0l， 只 须 把 上 述 的 S3 的 公理 系统 中 的 (1) 改 为 : 

(1)》 PRE 


妇 得 34 :的 公理 系 杯 , 据 猜 想 , 由 前 三 公理 可 推出 84 的 纯正 命题 ， 由 前 六 公理 可 推出 Si 


的 条 BFK 命题 .如 果 猜 想 是 对 的 , 那 末 8S4 的 纯 丰 命题 是 正 乱 浮 系 统 的 一 个 部 分 系统 . 

这 里 再 强调 一 句 ，84 的 形式 定理 与 系统 癸 * 的 至 同 ,但 后 者 有 规则 “a 一 口 w， 而 在 
-34 中 这 规则 只 作为 超 系 炉 性 盾 而 推出 . 因此 两 系 糙 不 是 完全 相同 的 (系统 癸 * 较 强 ). 

现在 再 琢 85， 依 定义 ,此 是 由 3S2 加 大 FOouDGa 而 得 Parrym 便 恋 明 把 同一 命 
题 加 入 8I 仍 得 %S5。 现 在 我 们 再 推广 他 的 结果 如 下 : 

定理 4.4 ”如 果 把 FeDGa 加 入 系 舟 村 ,可 得 85. 

让 ， 印 粹 只 用 系 舟 甲 的 性 盾 ,， 依照 Lewis 包 的 方法 ， 邹 可 由 PFCOaxDGau 而 推出 
< 口 2 口 口 x 来 ,因此 系统 丁 变 成 S4， 再 加 大 FcoDeau 邹 得 35. 

依照 `C. A. Meredithu， 把 上 面 84 的 公理 系统 中 的 (2) 改 为 : 

(2 ) FFRFRoeFpeFes 8 
则 得 85 的 公理 系统 ， 和 代 且 可 以 证 明 ( 井 非 只 是 猜想 ) 由 前 三 个 公理 可 以 推出 85 的 纯 丰 命 
题 来 ， 此 外 35 的 纯 F 命题 也 可 以 有 其 它 的 公理 化 法 ,甚至 于 只 用 -一条 公理 ,， 

由 上 面 还 可 看 见 ，S2 的 性 盾 有 好 些 是 可 以 推广 到 系 入 丁 去 的 . 下面 我 们 还 和 输出 两 个 
推广 到 系统 成 去 的 结果 . 

Parry 凯 价 恋 明 , 如 果 把 DOGaea 加 到 82 去 司 得 二 值 系统 。 今 推广 如 下 : 

寄 理 4.5 ”如 果 把 规则 “ 口 Oe 一 ww" 加 到 友 去 则 得 二 值 系 往 . 

在 ”在 系统 成 中 极 易 推出 (1) FwoeGd4des (4 为 析 取 词 ) ， 肯 应 用 系 竹 甲 中 的 规则 : 


”FepyFrp 一 Fdarp ”可 得 F4cadB4op。 作 代 人 可 得 (2) FCDawDxwceoODau。 应 用 


规则 [成 ] 于 (2) 得 (3) FFOaCDCaeDCc。Oau. 但 它 的 前 提 可 证 故 应 用 分 离 原则 得 (4) 
口 C 口 c. 由 (4) 应 用 新 原则 得 (5) C. 口 wc。 即 有 “一口 o…。 应 用 此 规则 于 (5) 得 
FeDx.， 与 FEDuu 合 侨 得 GaDc。 因 而 得 二 值 系 蒋 . 

Parryu 便 说 到 ,车 加 GDCauOeu 到 51 去 可 得 二 值 系 移 ， 我 们 亦 可 推广 为 : 加 
GD OoDu 到 系 舟 丁 去 亦 得 二 值 系 较 ( 序 用 Parry 原来 的 证 明 ). 


$5 关于 沈 有 上 壬 的 初 基 冀 算 
扣 
沈 有 频 凸 先生 的 初 基 演 算 , 可 以 襄 是 用 直觉 主义 的 眼光 来 讨论 模 态 系 炖 ,也 可 以 说 是 
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用 模 态 的 观点 来 推广 直觉 主义 系 业 ， 这 是 一 个 新 尝 坪 ， 是 二 条 很 可 帮 磺 研究 的 道路 比 
如 , 初 基 演 算是 否 就 是 4 与 极 小 演算 的 共通 部 分 抑或 只 是 瞧 共 通 部 钞 的 -2 麻黄 部 苍 9 这 


仍 是 还 待 研究 的 问题 。 不 过 , 朗 就 初 基 演 算 的 公理 的 选择 而 广 3 人 本 以 作 显 著 的 改进 、 
沈 有 蜀 先 生 认为 他 "对 有 公理 的 选择 有 其 特殊 的 标准 ”; 肉 此 尖 著 把 包含 “局 "及 “入 ”( 仿 


后 分 别 表 为 “C” 及 “天 ”) 两 联 业 蛮 的 部 分 析 而 为 二 ,同时 他 有 让 为 如 果 要 央 邓 到 他 的 ?挑选 
公理 的 标准 `， 也 难于 把 幕 有 机 公理 删除 。 他 挑选 公理 的 标准 究 费 如 何 , 没有 阴沉。 不 过 
以 本 妇 作 者 看 来 , 这 两 个 缺点 (以 及 其 它 的 缺点 ) 都 可 以 除去 ,并 没 有 影响 到 椰 的 委 理 系 坟 
的 原 有 优点 。 现 在 把 改进 办 法 陈述 于 后 . 

“第 一 ，43 改 用 416，44+ 改 用 413【( 郎 由 原来 的 CKspy 形 疏 为 CuCir 形 )。 这 和 样 
41，42，416, 413 不 但 是 炖 C 命题 , 而 且 据 示 廊 作者 猜想 由 字 们 ( 及 耸 宛 原则 ) 柯 以 推出 
4 的 全 部 和 纯 C 命题 (后 来 知道 ，Lemmont 也 作 同 样 的 猜想 ， 可 诊 不 谋 而 合 )。 如 果 这 个 
猜想 是 对 的 ， 那 末 不 但 84' 的 纯 C 命题 可 以 公理 化 ,并且 S4 的 纯 忆 命题 是 正 莉 洒 系 碰 
(让 极 小 演算 的 纯 Cc 命题 ) 的 部 分 系 粒 。 

第 二 ，247 原 为 CRKEspr 形 ,起 改 成 CeCpar 形 , 朗 改 用 

LI 3.CC0EGD。 

沈 先 生 虽 有 推出 47 ， 但 仿 推 殴 412 (或 413) 的 方法 序 可 推 殴 出 : 丈 : 来 ， 仿 不 玖 . 
这 样 45 一 47 与 41 一 44' 合作 ,让 可 推出 S4 中 的 纯 CK 命题 来 .. 我 们 所 以 把 47 改 
为 47'， 是 希望 尽量 少 用 模式 I( 郎 合 取 原 则 )。 的确, 照 我 何 的 改进 以 后 ,要 推 国 纯 忆 天 
命题 可 以 根本 不 用 模式 I. 

第 三 ，423 也 由 CKepr 形 改 为 CeCpr 形 ， 5, 序 收 用 

.423 : CCprCCoGApi E 

推出 423' 的 方法 和 .247 方法 同 。 这 样 421 一 23: 与 4 区 - 戏 存 伯 ; neg 和 S4 中 的 
纯 C4 命题 来 ,同时 也 棋 本 用 不 到 模式 王 

第 四 ，; 季 4 可 疏 为 

424 :CRKbd4o4Rio 

这 不 但 比 424 简短 , 且 也 是 自己 对 偶 (self-dual) 的 .与 其 它 公理 配合 后 424 与 424 彼 
此 可 以 互 推 , 那 是 很 显然 的 , 今 不 孝 . 424 (或 424) 与 其 它 4 一 4 45 一 7 ，2421 一 23 
配合 ,可 以 推出 所 有 的 S4 中 和 纯 CK4 命题 来 ,也 可 以 根 未 麻 用 模式 谋 . : 

第 五 ，432 与 433 可 如 下 更 改 。 我 们 不 但 把 432 改 成 CCpr 形 , 而 且 加 苦 一 些 ; 
又 把 433 从 无 机 性 改 成 有 机 性 ;而 且 不 出 现 天， 改进 精 果 如 下 : 

432 : CC NiCN， 433 :CCN5CaN， 

432' 一 433' 与 .41 一 4' 配合 ， 可 以 推出 初 基 省 算 中 所 有 纯 CN 命题 ,也 用 不 到 模式 朵 TI 
但 要 推出 所 有 和 纯 CKN 命题 或 所 有 炖 C4N 命题 等 , 则 还 不 够 。 我 人 还 用 加 大 其 它 公 理 


_ 《网 后 )。 


第 大，434 与 4 一 7” 及 :32 一 33” 配合 后 可 以 推出 初 基 演算 中 所 有 二 CKN 命 
题 ,也 可 以 推出 所 有 和 纯 C4N 命题 ( 纯 C4N 命题 需 借助 于 24 而 则 34 含有 符号 尺 , 这 
是 一 个 缺点 ) 也 可 推出 所 有 CK4N 命 旱 .这 样 初 基 演 算 的 公理 邓 策 便 可 以 作成 

有 兴趣 的 是 ,依照 我 们 上 面 的 公理 形式 , 合 取 原 则 ( 郎 沈 有 凤 先 生 的 模式 也) 洗 全 没有 
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和 


用 到 点 Lemmong 合 烃 赴 明 , 当 用 来 推出 系 桃 S3〈 及 更 强 的 系统 ， 其 中 公理 均 取 Co 形 
起 的 ) 的 形式 定理 时 ; 合 取 原则 是 可 以 省 去 的 ， 但 Lemmon 因而 於 为 合 取 原 则 可 以 推出 ， 





.这 却 是 错 导 的 ;因为 他 只 牌 明 耳 用 来 推出 S3 .的 形式 定理 时 , 合 取 原 则 可 省 ,和 代 疫 有 (也 不 


龙 ) 交 明 用 来 推出 任何 定理 时 合 取 原 则 可 省 (比如 悦 , 加 入 若干 不 是 Cep 形 的 公理 后 , 合 取 
原则 便 不 衣 省 了 )。 不 过 他 的 错 慰 却 是 很 多 人 都 具有 的 。 
尽管 如 此 ;我 何 却 可 以 谣 , 序 使 不 假定 合 取 原 则 ， 我 们 仍 可 以 推 oaDiogeauaeR 
形式 定理 ,因此 我 们 看 见 下 列 的 现象 : 
屋 采 取 我 们 的 公理 以 及 分 离 原 则 ,所 得 的 叫做 初 基 演 算 (1) , 那 末 在 初 基 演算 (1) 之 上 
加 坟 合 取 原 则 ,和 辕 果 原则 虽 有 增加 ;但 形式 定理 一 样 , 这 可 叫做 初 基 演算 (2)。 在 初 基 演 算 
(2) 之 上 再 加 大 原则 “有 B 一 Cep"， 灶 果 原则 双 有 新 增加 ， 但 形式 定理 仍然 照旧 ， 这 系 太 可 
叫做 初 基 演 算 (3)。 如果 照 一 部 分 人 的 见解 ,只 管 形式 定理 不 管 规则 ， 那 末 这 三 种 初 基 演 
算 讨 是 同一 的 系 圾 ,但 本 文 作者 认为 规则 应 该 大 到 ,所 以 这 三 种 初 基 演算 该 属于 不 同 的 系 
坊 ( 初 基 演 算 (2) 邹 沈 有 时 先生 提出 的 系 葱 ). 
与 此 类 似 , 当 加 绽 初 基 演 算 时 , 沈 先 生 提出 的 所 需 增 加 的 公理 也 可 改 用 下 列 的 公理 : 
, BL (照旧 ) FL1 (照旧 ) 
Cl CdopCNes 
-更 1” CCNaeaCpa 
这 样 比 原来 所 用 的 为 优 ) 理 由 间 上 不 准 . 


$6 两 个 息 酒 系 访 


历史 上 瑶 来 ， 模 态 系 克 本 来 是 由 于 不 杠 意 二 值 系 炖 内 的 昔 涵 怪 葵 (如 .CrCey 及 
CCNsi) 而 提出 的 . 我 们 要 间 , 在 各 式 各 样 的 模 态 系 瓯 中 ,对 这 问题 到 底 解决 了 没有 ? 让 
们 能 否 避 有 更 了 这 些 蕴涵 怪 论 》 如 果 各 旭 了 , 旋 倍 本身 是 否 仍 有 类 涵 怪 论 ? 

上 面 已 经 指出 ,在 某 种 意义 上 届 来 , 系 硫 3 内 带 来 了 全 部 正 蔓 涵 系 移 甚至 于 全部 一 
值 系 克 , 因 此 系 浆 S3 以 及 更 怠 的 系 炖 其 不 合用 是 不 消 谣 得 的 。 现 在 研究 较 弱 的 系 炉 . 

在 S2 内 仍 有 意 活 怪 洽 ，Lewistu 已 烃 知 之 。 具 体 具 来 ,如 

FGeFpe， ，FONePop 
郎 由 任 一 命题 可 推出 一 必然 命题 ,由 不 可 能 命题 可 推出 任何 命题 , 与 二 值 系 硫 内 的 怪 论 
相去 此 何 ? Lewis 佛 输 以 辩护 ,但 他 的 辩护 办 法 ,一 下 子 认定 必然 命题 就 是 _4pNa， 而 不 
可 能 命题 就 是 玉 pNs。 因 此 即使 我 伯 相 信 他 的 辩护 说 ， 也 只 能 相信 由 任 一 命题 可 推出 


-Ne， 由 KpNP 可 推出 任 一 命题 罢了 .不 错 ,在 S2 内 任何 两 必然 命题 都 严格 等 价 ， 任 


何 两 不 可 能 命题 都 严格 等 价 , 但 这 不 足以 解 我 们 的 疑惑 ， 反 足 使 我 们 怀疑 S2 的 合用 性 . 
为 ,尽管 所 请 “必然 "这 个 概念 没有 严格 的 定义 ,但 什么 是 必然 命题 ， 通 常人 大 体 有 相当 
确定 一 致 的 看 法 。 自然 科学 上 的 定律 ,一 般 认 为 是 必然 的 ,即使 依照 Lewis， 把 ”必然 限 
于 渤 辑 上 的 ,但 数学 上 的 定理 总 是 认为 必然 的 、 我 休 始 称 不 敢 相 信 ，1 十 1 三 2 与 三 角 
形 三 内 角 和 为 两 直角 是 严格 等 价 的 ( 邹 彼 此 可 以 五 推 的 ), 更 不 敢 相 信 ， 由 “今天 下 雨 ” 可 
以 推出 “上 上 十 工 一 2” 人 生 机 由 -1 十 1 一 3 "可 以 推出 " 张 三 瑶 话 "来 ， 因 此 Lewis 的 辨 
护 是 落空 的 . 
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Lewis 怀疑 FF.aPFprF。y 的 合法 性 ;也 许 还 杯 绛 赤 Fe 一 FFprFe” 的 合法 性 ,如 果 他 繁 
怀疑 后 者 , 那 未 S2 便 不 合用 ,因为 在 82 里 可 以 推出 后 面 这 个 规则 的 . 
直 型 竹 衬 古 生 检 S1 内 , 仍 有 征 涵 怪 论 , 例 如 
CDaFp， CDNaF.a 0 和 
对 这 两 命题 ,上 面 的 儒 葵 仍然 适用 . ， 
甚至 于 在 我 们 所 时 葵 的 最 弱 的 基本 模 态 系 太 , 即 系 蒜 四 ,仍然 有 下 列 的 萎 活 怪 论 : 浊 
口 wa 一 五 pa; 口 NWe。 一 Pop; 
Fe4pNp; FKPNpa， 有 
根据 上 面 的 时 论 ( 因 为 上 面 所 举 的 例子 仍然 适用 ) 我 们 仍 认为 前 面 两 个 命题 是 属于 苞 涵 怪 
论 的 ， 至 于 后 面 两 个 命题 是 否 芍 涵 怪 花 , 那 就 看 我 们 满意 不 满意 :Lewis 的 辩护 而 定 了 . 
饶 然 过 最 弱 的 基本 模 态 系 坟 也 不 能 避 驶 芒 涵 怪 论 ; 是 见 当 初 提出 模 态 系 葬 时 所 想 达 
到 的 目的 是 不 能 达到 的 了 。 的确, 现在 人 们 都 认为 想 利 用 “严格 蔓 涵 ”来 各 如 基 涵 怪 论 是 
不 可 能 的 ， 大 多 数 人 都 干脆 使 用 "实质 蔓 涵 "了 .\ 他 们 认为 模 态 系 区 的 价值 在 于 研究 模 态 
新 念 如 “必然 ”“ 可 能 ”等 等 ,而 不 在 于 解决 藉 酒 怪 论 . 
作者 状 为 这 个 精 论 是 对 的 。 模 态 系 葱 的 价值 的 确 在 于 研究 模 态 概念 而 不 在 于 解决 攻 
涵 怪 论 。 不 过 如 果 因 而 便 容 忍 划 涵 怪 论 ,干脆 使 用 实质 荐 洱 , 那 却 值得 时 论 了 .事实 上 也 | 
已 轻 有 好 些 人 另 关 途径 来 解决 可 涵 怪 花 了 . 、 | 
解决 的 途径 是 : .把 “ua 划 涵 月 " 当 作 原 始 概念 )， 饶 不 象 实质 莽 池 系 太 那 样 当 作 "' 非 
或 8”, 也 不 象 严格 藉 涵 系 克 那 样 当 作 “ ax 而 且 非 及 是 不 可 能 的 ”这样 作 便 可 以 皖 腊 “或 ” 
“和 井 且 ”“ 非 "等 概念 的 束缚 ,也 摆 觅 "必然 ”““ 可 能 ”等 概念 的 束缚 ,因而 尽 可 能 地 傅 照 直觉 所 
认可 的 “ 苞 涵 ”概念 而 选择 公理 了 (不 过 公理 必须 选择 得 恰当 ). Lewis 当初 也 是 秃 照 这 个 
办 法 的 ,但 他 却 承 於 “ 蔓 涵 ” 与 模 态 椭 念 可 以 互相 定义 , 以致 被 所 对 严格 藉 涵 的 树 葵 作 辨 护 
了 。 如 不 承 於 它们 互相 定义 ;问题 便 没 有 了 . 下面 我 们 先 介 和 一 些 新 柔 蒜 的 大 概 : 
~ 最 初 采取 这 个 办 法 的 是 E. J， Nelson， 他 否认 FK-，F24.p 等 ( 营 引 起 Broaasal 的 - 
批评 , Nelson 后 来 也 改变 主意 了 ), 这 系 坟 颇 值得 注意 ,可 惜 未 营 好 好 发 展 ; 无 法 详 胡 祭 论 。 
以 后 HalldEn 把 S1 系 太 中 的 公理 当 作 的 公理 ;但 不 引 太 模 态 概念 “@”, 更 不 承 讷 
“Fe = 口 Cop” 这 个 定义 ， 这 个 系 迷 (30 ) 内 虽 则 没有 蔓 诅 怪 只 但 的 不 够 用 那 是 很 显 
然 的 . 
Takeo Sugiharat 的 S4 系 坟 乃 由 SO 系 炳 加 太公 理 FFNVepFNpe 而 得 , 仍 没有 藉 涵 
怪 葵 ,但 仍 不 够 用 (比如 ， 浊 有 定理 FFK-prFK。NrNp， 如 果 这 个 公理 加 大 ， 则 S4 变 成 
S1L 了 六 
Emch 提出 一 个 系 坟 ; 全 用 82 而 站 ( 信 把 B8 写成 纯 了 命题 , 另 把 “@O” 看 作 新 原始 
构 念 ,与 “ 玉 " 不 能 互相 定义 ;引入 相当 的 @ 公 理 )， 但 32 系 称 原来 便 可 以 不 用 尽 》” 而 至 改 
用 “P" 表 示 的 ,因此 可 以 脱 S2 系 酌 全 部 包括 在 Enich 的 系 称 内 , 难 怪 Lewistl 瑶 : 站 三 
系 纺 与 S2 基本 上 一 样 了 ， 
Vredenduin 提出 一 个 系 克 了， 在 S1 之 上 不 加 现 而 改 如 FRRerKpr 肌 
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1) 在 杰 节 内 ,我们 把 “a 苦 涵 B” 计 为 “Fep>, 但 必须 注意 , 它 和 前 面 几 节 的 Fap8 不 同 ， 环 是 Dec 的 昂 一 层 ， 此 
处 则 是 一 个 新 的 原 孝 降 念 。 
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FEK RepFrsFKsr 开 po， 因此 这 系 蒋 的 纯正 命题 介 于 SF 的 与 32 的 之 闻 . 

Emch 系 丈 与 系 舟 及 虽 则 形式 上 包含 了 S2 或 31， 相 因 不 把 FNae 解释 为 必然 ,所 
以 蔓 涵 怪 论 不 发 生 ( 见 后 ). 

此 外 von WrightO 及 Hungtington 都 另 担 有 莉 系 入 ， 后 者 尤其 值得 注意 ， 但 与 本 交 
关系 较 少 ,现在 不 群 物 时 论 了 . 

上 面 答 系 区 ( 尤 其 Emah 的 到 Viedenduin 的 ) 大 抵 以 31 或 S2 为 根据 而 作 的 ， 照 
本 妇 上 面 的 讨论 若 以 系 枕 甲 为 根据 应 当 更 好 , 故 得 第 一 个 条 涵 系 坏 如 下 : 

1. 屋 选 择 二 值 系 和 统 的 公理 使 得 均 呈 C。e 形 , 这 时 我 们 取 Fe 为 公理 . 

2. PPF。pCoep。 

3. Fop &=， B (分 离 原 则 ) 

4.a 8 一 Ko  【〈 合 取 原 则 ) 

5。.RCepCriFep 一 Fr 

6. GCCepCri 一 GFopPFrs ， 
照 这 样 写 来 这 系 葬 没有 推荐 定理 ， 如 果 想 使 这 个 系 往 具有 推荐 定理 ， 最 后 两 条 公理 须 改 
为 : 

5 ”下 KRCopCyiPFoaFys。 

6 FGCoupCrsGCFopFys 。 
这 样 ,这 系统 便 具 有 F 及 准 花 式 ( 如 把 5 ，6/ 中 的 第 一 个 <F" 枚 为 5E， 则 共有 C 推荐 式 )， 

车 者 不 难看 昂 , 这 公理 系 碗 与 系 葬 甲 的 几乎 全 同 ( 不 过 把 “ 口 Ce 六 换 写 为 "Fo" 罢 了 )， 
因此 其 着 和 组 性 质 今 不 一 一 列举 了 (大 上 见 系统 甲 的 性 质 即 得 )， 芒 者 必 会 发 生 疑 间 : 系 梳 甲 
处 出 再 的 蔓 涵 怪 花 不 是 会 重新 出 现 么 ? 

事实 上 ,在 系 甬 甲 中 所 以 出 现状 涵 怪 论 ， 因为 在 卷 里 把 * 口 " 芒 作 "必然 "， 而 “必然 "在 
直觉 上 双 有 相当 确定 意义 的 入 故 ,现在 把 “F。8” 与 "必然 " 移 称 , 两 不 相干 ,上 面 的 草 洱 怪 
论 便 没有 了 .我们 试 来 检查 看 . 

首先 ,在 这 系 桩 内 的 确 还 有 

FedpNp， 上 天 甸 V pu 
但 这 两 命题 可 以 不 当 作 怪 花 《如 昔 我 们 相信 Lewis 的 办 护 词 的 话 )。 至 于 其 它 两 个 怪 论 ， 
其 出 现 的 来 源 在 于 ,由 
FeCpe) EN Coug 
应 用 必然 分 离 原 刚 而 得 
口 a 一 下 pu: 口 Ne 一 Foep。 

但 在 本 系 未 内 ， 必 须 先 有 FCepGys 形 的 形式 定理 才能 得 出 规划 Fes 一 Fr ,因此 这 两 怪 
葵 不 会 出 现 的 . 如果 我 倍 把 FoCp。 及 FNeCea 改写 成 ECNaaCpe 及 RPRCeNeCes， 于 末 我 
们 可 以 得 出 : 


ENoes 一 po; 有 Ne 一 下 op 
了 .但 这 时 着 没 有 什么 “ 怪 史 因为 由 PRNee 及 Fus 可 得 里 4 和 Vse， 衣 然 我 们 承认 _Fpd4。N。 
那 未 得 出 PRp。 当 无 足 怪 了 . 又 由 FeN。 及 Fo。 可 得 FuK。Ne， 衣 然 我 们 承认 FK。Nep， 那 
未 得 出 Fa 当 无 足 怪 了 .再 换 一 个 着 法 ， 如 果 由 N。 而 能 推出 xx 性 意 思 是 由 晶 反 对 











Ce 





推出 最 反对 wa 的 命题 ,当然 可 以 由 上 推出 任何 命题 了 .这 排 汽 有 任何 奇怪 之 处 ， 


这 些 都 可 以 仿 上 面 的 讨论 那样 ,看 出 没有 任何 奇怪 . 反之 ,在 这 系 灰 内 厦 没 有 . FFepFry 而 
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的 命题 也 推出 _a， 那 未 自任 何 命题 当然 可 以 推出 上 了 ; 灿 果 由 避 而 推出 N， 刚 出 心 饭 能 


此 外 ,在 这 个 系 蒋 中 还 可 推出 下 烈 命题 : 
CREepF。Ke， GCFFnp) -GEFoeFK.NENK。Np， GFeFN4NpedN。6 | 








只 有 “Fep 一 Fr， 后 者 当然 没有 什么 问题 ; 因为 "一 ” 知 不 表示 蕴涵 关 系 ， 而 只 表示 “Pop 
趴 时 Fr 亦 滥 , 鹿 然 后 者 永 凌 ,这 旬 话 并 没有 任何 不 和 亿 之 处 . 
经 过 这 样 狸 论 , 蕊 者 当 可 相信 这 个 系 浆 的 合用 处 了 , ownproapatmadescn 
和信 模 态 概念 , 自 会 得 到 更 为 完美 的 模 态 系 太 . 
居 仍 以 ”局 "表示 必然 我 们 引入 下 玉 个 公理 : 
下 器 ea 
下 口 居 De 
FEKEIaDRBpDKR。e 
FFaFDCCDODRB 
王 FesDCoa 
换言之 ， 我 们 把 系 靳 诬 及 全 的 公理 都 引 和 了. 如 果 把 这 些 公 理 引 大 二 值 系 碗 【乃至 系 科 
甲 ) 去 ,我 们 得 到 芒 涵 怪 论 ,但 若 引 入 我 们 的 总 肖 系 克 来 , 却 完全 与 直 党 符合， 没有 任何 怪 
戎 发 生 . 
， 为 什么 呢 ? 因为 从 前 把 “DC。。” 芒 为 ”ca 苦 表 B”, 这 样 才 引起 蔓 灾 怪 论 ?现在 我 们 把 
“ 口 Cop "不 作 这 样 苇 , 自然 任何 稳 涵 树 葵 都 一 笔 负 箱 了 。 今 坛 举 若干 例如 十 . : 
在 系 坑 癸 中 ,由 FeCcp。 而 得 FDaFDBDa， 但 依 我 信 的 公理 ,中 能 或 者 得 RN 一 各。 
( 儒 论 已 见 上 ) 或 者 得 FDa 口 Ci。 这 是 没有 任何 毛病 的 。 注意 这 时 不 能 把 p5Cu 改 
写成 Pp<。《〈 当 然 更 不 能 再 应 用 一 次 公理 而 得 FFpFDOBDo， 与 上 合 供 利 用 可 传 性 得 si 
FoF 口 8 口 w). 可 见怪 花 的 发 生 在 于 把 “GCa 改写 成 “了 po 而 至 人 
其 它 的 藉 涵 导 花 都 可 仿 此 儒 论 . 
因此 我 佑 的 乔 涵 系 六 以 及 我 们 的 模 态 系 炉 都 完全 合用 而 疫 有 任何 怪 论 出 现 ， 这 二 是 
理想 的 没有 怪 花 的 基 涵 系 帮 。 不 过 在 这 个 系 粒 中 , 模 态 辞 是 有 无 状 多 种 的 ;: 比如 口 c 与 
口 口 a 便 未 必 等 价 。 这 本 来 也 没有 什么 不 方便 的 地 方 . 不 过 有 好 些 避 辑 家 要 求 熔 约 商 圾 
模 态 命题 (有些 人 ,如 Carnapil 还 提出 好 些 理 由 )， 对 于 这 些 膛 辑 家 来 壕 ， 可 青 和 补充 下 列 
公理 : 


-rev wee -msn-Aee- 全- oemaeerreaer 一 ee 


N 


wideaisaaaomor eraoniSherr ip np 


FDoDODe 或 甚至 于 FECOaDGa 

如 用 前 者 则 只 剩 下 十 二 个 纯粹 檬 态 辞 , 姑 用 后 者 划 只 有 四 个 ， 蔚 者 可 以 自行 推 荫 ( 可 夫 看 
作者 另 一 文 b3). 

当然 ,也 有 人 坚决 主张 要 有 无 穷 多 种 异 态 辞 的 (如 Churchman) 

上 面 这 个 系 蒋 是 够 满意 的 ,如 果 我 们 容忍 Fo4sNa 及 FEKEpNVa。 的 话 。 但 是 也 许 有 人 
对 这 两 个 命题 也 不 愿意 容忍 , 那 未 作者 还 可 以 介 胡 下 烈 的 系 磁 。 这 个 飞 粮 的 纯 PN 公理 
部 分 , 老 早 已 由 作者 [0 于 1950 年 得 到 ,但 由 于 无 法 处 理 K4 公理 ,后 来 彼 迫 放弃 了 ， 现 在 
已 能 对 K4 公理 加 以 处 理 ,所 以 特 再 砍 介 胡 出 来 , 以 供 芯 者 研究. 


8 
“ 
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上 系 杭 是 纯 了 命题 弱 而 .KK4 命题 强 , 本 系 翘 则 是 纯正 命题 强 ， 玉 4 命题 弱 ， 除 分 高 


原则 及 合 取 原 则 外 各 公理 如 下 : 
1 Fo， 2. FFFepp 3.FF。FupFap 4, PEepPFFpyrF。r 
5. FFeVaFaVe 6.FNNea 7. 下 KopKp。 8. RKR。pr 玉 。Kpy 
9 F。K。。 41 OFFK。。 11.. FFoaFKyKpy ， 12. Pdopd4ps 
13. FL44oprdod4pr 14. 下 4。。 5 16. FFoaFd4ordpy 


17, FK。4dprd4Kpry 18.PPodNoe 19.PFKNKopVp 20. FEN-VEN4。e 

21. FNV4dopKNaNB 22.4e4dNop 
这 里 公理 数目 较 多 一 些 , 也 许 有 些 不 是 互相 独立 的 。 在 这 系 炉 内 3 最 突出 的 特点 是 : 写 没 
有 PK。p。 及 F.4op。 信 有 人 质问 (比如 Bronsteint1)， 直 Ke。 的 确 可 得 c， 如 果 其 问 不 
是 根据 条 涵 关 系 又 是 根据 什么 关系 呢 ? 其 实 ， 由 天 sp 而 得 w， 只 是 在 两 个 已 次 命题 之 
中 ,选取 一 个 来 使 用 ,这 的 确 不 能 算是 基 肖 关系 。 比 如 ,由 ea 十 e = 2a 作 代 入 得 绢 十 和 = 
= 25， 我 们 承 堆 由 前 者 代 大 而 得 后 者 ,但 并 非 由 前 者 推出 后 者 .。 在 作 这 样 看 法 时 ， 的 确 
也 没有 引用 藉 池 关系。 因此 不 承认 FKp。 未 为 不 可 ,. 至 于 不 承认 _F。4ep 更 不 成 问题 ,从 
来 没有 人 从 “去 "推出 ”4 的 ,也 的 确 有 人 怀疑 “ 与 4 之 间 的 关系 是 否 可 以 叫做 藏 池 
关系 的 (比如 Nelsont0)， 

事实 上 ,通常 所 承认 的 蔓 涵 关系 具有 下 列 特 点 : 

1. 适用 分 离 原则 (这 是 当然 的 ). 

2. 了 天 apryc 一 下 pr ， 

3. 多 余 前 提 悉 删 。 故 一 旦 发 觉 在 证 明 过 程 中 完全 不 用 到 某 假 本, 序 把 该 假 届 省 去 (如 
果 硬 要 不 省 ;也 只 是 由 于 人 们 习惯 于 FKp。 之 故 才 容 忍 下 来 ).， 

从 这 匹 点 看 来 ， 的 确 只 有 后 面 这 个 系 坏 才 反 映 得 最 全 面 (前 一 系 粒 不 具有 第 二 、 三 性 
质 )， 上 后面 这 个 深 替 内 双 推 不 出 FedpNe 及 .FFKpNas， 这 更 把 一 点 点 上 儿 的 怪 葵 也 取消 了 . 

“对 后 面 这 个 系 饮 唯一 不 满意 的 是 : 通常 我 们 脱 “ 如 果 Fap 及 Fer 则 Fr"， 而 这 系 坊 
却 表 示 为 :“ 如 果 Fes 则 如 果 Fpy 则 Fr”， 这 与 通常 习惯 不 合 .。 不 过 这 也 许 是 因为 后 者 
” 灰 不 顺口 了 ,人 们 才 习 惯 于 照 前 面 那 样 芒 法 ,无 花 如 何 ,后 面 这 个 表示 法 ,部 使 与 通常 的 车 
法 不 符合 ,从 来 没有 人 提出 疑问 过 -只 有 Lewisal 是 例外 ， 他 公开 的 怀疑 FF.eFFprFer 
的 合法 性 ， 不 过 自从 他 提出 怀疑 以 后 ,未 抑 任 何人 附 议 , 看 来 这 个 怀疑 是 站 不 住 脚 的 . 
.这 是 作者 提出 的 第 二 个 昔 涵 系 欧 ,在 这 系 芒 之 上 也 可 引入 模 态 概念 而 组 成 模 态 系 坟 ， 
与 上 系 煽 的 情形 完全 一 样 ,就 不 多 谤 了 . 
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THE MODAL SYSTEMS.AND JIMPLICATION SYSTEMS 
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ApsTRACT 


We make use of 王 ukasjiewicz symbols_ with the following addition: 口 x (站 js necessary 
That &) 上 op ( 一 口 Cop) and CepB ( 一 KRF。pFpe) . 
We start with the weakest (with quite few exceptions) basical modal System A， 


axiomatjzed as follows: 


1、Whbenever ct is an axiormn sof the traditional two-valued 、system,，，then 口 x 1 39 
axiom of the system A， 
2. 下 口 axw.。 
FE。pyc 一 避 . 
4， Fep 口 2 一 日 有 。 
5. 02, 请 一 天 op. 
6. Co 一 GDcDR. 
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-一 一 一 一 一 一 如 站 5 


We sremgthca the sys yy adsm af 世 e respective axioms or rules: 
B- Po 一 CaOR 一 CCFeacDeD 良 了 FEFazBcDOeoDAp. 
E: Rs 一 FEFDOaCR 二 CC 于 五 医 刀 卡 忌 
H: CFeeFDaeDR 下 及 于 古 。 王 EE。eFDeDAp. 
Tie xdaion 上 f r may 和 verrmined me 和 iows (fom weak to strong) 


2 和 人 > 


When He ssci 和 3addeaaeiamjeni CEnacUc 吕 请 FG-eGDoDp8, a 一 FpKoe 
(equivajlene io 一口 m)，、a 一 了 Fen。C-FF-am。E-PFF-op，then the resulHipg systems will be 
denoecd 已 i 契 5， 天 天。 天。。， zempecspoejy- 

By comjseing some of tcse zaddimns we wodjd have，apparentiy, 240 systems。 Yet 
many of thecin arc idcacal 

In fact，we have 

(1 吾 一 酝 。、 王 一 五 了 王石 王 瑟 

238 一 一 一 一 

全 本 二 《CC > 二 可 本 二 一 了 

(4) 五 : 一 王 有 :一 吾 :一 天 三 琅 

(5)》 于 ， 一 大 ”是 。 于 吕 FF 一 三 ” 《iceoe 开 2 一 三) 

(6) 杞 十 GE。 一 五 :badh zam 3emaical wii ewovajuecd system。 Hence we have at 
most 65 dstipnct systerms 《rwo-ezlnca -os 一 ciaded)- 

We show 而 二 已 三 本 .了 一 33。、ama dir aaszricd propositions in 三 are the same as 
thazt in S4，yet ther zajes of pmocodamr af ic am difiiezent- 

We weojd mert paradomcs FE imgircaom =vem im 地 ec 和 eakest system 4， ec、g.，we 
jhave 口 a 一 下 ps。anpd 口 N。 一 下 pic di wz of he present paper would propose 
bwo Decw immplcaion systicemms 3msbcod En dicsc Ga Dew systctms，he concepts Fos and 口 w 
afe both pritve，meciher cf dh can air dioecd By 志 c other- 

The frse immpicaoe sypshcm mar ie xcimomatized as fojlows- 

1、 了 Re 填 = aioens ef bmonwsjncg arom Eee GeEm E 世 te orm Coe，thcn Fe are the 
axjioms of this systcn_ 











2。 了 FaCep- 了 所 和 一 ”在 - 和 村。 ECeaCrs，Fop 一 Fre。 
二 。 2, 请 一 焉 zs- 咎 CCaCos 一 CEF-oFmas ZERKEDeaDABDK。p。 
3S。、FFFDecDR 二 种 Ia 109、REFes 吕 Ce。s- 
11。FDKeDa 


The ruje of deeachoent amdg Er pair ef camencaon- 
1 下 FF 3 也 了 FoPFEF Er 本。 下 pp。 


5 PE,NJPFN 65- 了 FONT- 本 和 8 下 民居 天下。 
9 下 天 帮 - 盖 4 

12 一 16 (dhe sampec am 7 一 卫 ，waib “二 ”piaced bm 人 入 ) 

17._FK, dd 4。 十 、EEF AN 19、 下 RN RN。 

20. .Na 23 了 FE WONL 22、PEMN4 REN ON 。 

23. FEDeaDROKE。- 234 FORE-eTIe_ 5、FFE-eFDe 口 有. 


26。 王 Dae 了 7_ 了 FLC ae 
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一 一 志 一 


Sale 空间 及 其 在 雁 性 算 子 理 瞪 中 的 应 用 - 


W. Orlicz (Poznan) 


如 所 周知 ， 省 夯 分 析 的 应 猎 是 与 相应 的 线性 空间 的 选 大 以 及 与 相应 的 收 合 概 念 的 逃 : “ 
树 相 关联 的 。 今后 永远 用 X 表示 实 线 性 室 间 ,所 以 是 一 抽象 元 *, y, *，…” 的 集 , 其 中 定 
义 了 两 种 基本 运算 , 邹 元 的 加 法 [* + y = z] ,以 及 元 与 实数 的 乘法 [mx = 1/]， 这 些 运算 进 
和 守 平 常 代数 中 的 自然 规律 . 

如 所 周知 ,对 于 线性 空间 ,我 们 引入 所 请 和 范 数 , 就 是 说 ,在 大 中 定义 一 个 磊 仙 实 储 巩 堆 
| * 上，x6X， 使 得 下 列 诸 条 件 满足 : 1) | x | = 0 的 必要 与 充分 条 件 乃 是 * = 8 这 里 6 
表示 空间 X 中 所 谓 才 元 ]: 2)1x 十 ?71 和 |x 直 十 [yl, >，yEX， 这 乃 是 悦 ， 箱 数 足 三 
角形 条 件 ; 3) 对 于 任意 实数 : 与 EX， 有 | 大 | = fx 二 绽 就 是 惟 ， 我 们 要 求 秀 数 是 
齐 性 的 。 

我 愿意 在 这 里 简短 地 回忆 一 下 ， 即 在 很 多 研究 中 我 们 不 得 不 把 条 件 引 用 一 个 较 能 的 
代 规 , 郎 只 要 求 积 并 按照 两 个 变量 *, * 的 连 炉 性 . 这 样 推广 了 的 印 数 按照 波兰 学 派 的 未 : 
萎 呈 做 F- 箔 数 ， 记 然 在 我 的 报告 里 只 将 栓 出 对 某 些 问题 的 概述 , 我 只 限于 考虑 赋 齐 性 和 
数 的 空间 ,这 就 是 悦 , 我 在 下 面 永远 假定 范 数 片 x | 镁 是 条 件 3),， 所 以 它 是 齐 性 的 .“ 赋 有 
印 数 的 炎 性 空间 时 做 栈 性 赋 范 空间 ;这 是 大 家 熟知 的 . 现在 役 给 出 一 个 栈 性 由 范 空间 - 
我 们 现在 在 放 里面 定义 收 伍 概 念 , 郎 所 前 范 数 收 黎 , 如 下 : 

X 中 一 列 元 *。 时 做 妆 伍 于 元 xu, xiEX, 是 指 当 ”一 oo 时 ,|| x。 一 如一 0。 于 是 我 
们 谣 列 *。 按照 范 数 收 合 于 x， 用 符号 表示 成 *,f。 如 果 和 按照 范 数 收 雏 是 完备 的 ， 换 
名 新 塌 , 如 果 对 于 每 个 Cauchy 列 存在 一 个 极限 元 , 那 末 如 所 周知 X 叫做 Banach 空间 
[Banach 罕 关 也 简称 B- 空 间 ]。 除 和 数 收 人 向 之 外 ， 在 赋 条 空 间 中 还 使 用 另外 一 种 收 伺 ， 这 
就 是 所 疆 弱 收 合 。 对 于 我 们 的 目的 ,现在 并 不 需要 令 述 弱 收 合 的 定义 。 

现在 已 经 可 以 看 出 , 在 应 用 中 , 屡次 发 生 这 样 的 事情 ,即使 用 箔 数 收 合 以 及 弱 收 敬 都 . 
不 很 方便 。 我 愿 用 一 个 例 说 明 一 下 .“ 用 C( - oo oo ) 表示 在 整个 数 直 轻 上 二 切 有 界 关 ”， 
过 灶 的 面 数 的 空间 如 果 在 6( 一 oo) 中 引 天 平常 的 齐 性 范 数 

1z = ap， 人 (* 利 ， 
那 示 C( 一 o ，oo ) 变 成 Banach 容 间 . 相应 的 范 妆 收 答 恰好 就 是 指 在 全 数 直 梯 上 - 臻 收 
敏 。 但 我 们 还 可 以 用 一 自然 方式 引入 另 一 种 收 雪 酌 念 ,我 将 管 它 吓 做 o 收 敏 . 

C( 一 oo， 二 四 ) 中 一 列 元 *。( 画 数 ) 呀 做 w 收 伍 于 和 , 是 指 

1” 存在 常数 玉 ， 使 SuP |xs(t)| 和 天，z 一 1， 2 

2” 列 xs 一 ze(7) 在 整个 直 和 线 上 殖 一 致 收 坎 于 xo(z) 

但 上 面 引 入 的 o- 收 合并 不 与 范 数 收 款 ; 也 不 与 能 收 化 等 价 。 为 把 此 例 中 所 提出 的 事 
实 襄 得 更 清楚 ,我 们 在 C( 一 吕 , ) 中 还 定义 一 个 第 二 范 数 jx 钱 = sp 二 _sap_|x(0| 。 
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于 是 很 清楚 , o 一 收 化 乃 是 指 下 列 事实 : 

1” 存在 常数 天 , 使 |x。|‖ < 天 , ”= 1，2，……; 

2” 当 = 一 人 刀 时 3; 外 zs 一 ze 一 0.。 

这 种 收 伍 可 以 恰 切 地 叫做 双 范 收 生 。 已 经 可 以 看 出 ， 这 种 收 租 概 念 在 泛 夯 分 析 的 应 
用 中 有 一 定 的 意义 ,从 而 根据 这 点 ,我 们 在 波 兹 南 近 些 年 来 研究 了 双 和 收 伍 。 关 于 这 个 间 
题 ，A. Alexiewicz 与 我 和 Z。Semadeni 便 发 表 了 一 些 著作 。 虽然 直到 现在 为 止 所 得 到 的 ， 
精 果 一 部 分 还 是 属于 初等 泛 夯 分 析 ， 但 把 开始 了 的 工作 粮 和 续 下 去 似乎 是 有 价值 的 。 正 是 
根据 这 点 ,我 才 愿 意 把 一 些 桔 果 与 应 用 向 你 个 报告 . 

现在 回 到 空间 CC 一 oo) 的 那个 例 . 在 这 例 中 所 指出 的 情况 使 我 们 提出 下 列 的 
概念 来 . 发 和 是 赋 和 范本 性 空间 , 范 数 是 ‖ ||， 我 们 管 这 个 范 数 叫做 基本 范 数 .我 人 假定 
在 基本 箔 数 之 外 ,在 X 中 还 定义 一 个 第 二 杀 数 | ,我们 管 它 叫 带 -是 号 的 范 数 、 我们 
现在 考察 集 

X: 一 {x:xEX xz | < 短 雪 . 
在 这 集中 借 下 列 公 式 引 太 距 高 :对 于 xj， xiEX,, 合 
dxi， x2) 一 | X1 一 YX2 3 

如 果 X. 是 党 备 空间 ， 那 末 我 们 管 旋 叫做 Saks 空间 ([7])0。 我 们 管 这 类 空间 叫做 Saks 
众 间 ， 是 为 了 丰 念 卓越 的 波兰 数学 家 Stanistaw Saks. Saks 是 使 用 这 种 空间 的 第 一 个 人 ， 
他 是 在 他 发 表 于 1932. 年 的 一 篇 著作 中 在 一 特例 中 使 用 的 。 Saks 在 -上 次 世界 大 战 时 做 
为 德国 法 西 斯 秘密 警察 的 四 畦 品 而 走失 了 生命 . 带 有 “是 号 ”的 范 数 ， 以 及 所 引入 的 
抵 离 ， 对 应 书 s 中 一 种 收 伍 疾 念 : 如 果 xsEX,， 列 x。 叶 做 必 收 后 于 xuEX,， 用 符号 表示 成 
xs 一 2， 是 指 4(x。, xzo) = | zx。 一 xo 有 一 0。X, 中 的 o 收 合用 是 一 种 双 和 范 收 做 ， 这 是 


， 借 基本 和 范 数 与 带 星 范 数 作出 的 ， 但 是 要 限制 在 单位 球 寺 xji< 和 1 之 上 ， -Alexiewicz 与 


Semadeni 两 位 先生 在 他 们 最 近 的 著作 中 ([1]，[2]) 考虑 了 整个 空间 X 井 在 旋 里 面 借条 
件 1", 2” 引入 一 种 轩 收 急 ( 双 范 收 合 ). 他 们 主要 研究 了 关于 这 种 类 型 的 拓扑 线性 空间 
的 种 种 烙 构 性 问题 。 借 引入 Saks 空间 如 上 ,就 可 以 各 喝 使 用 一 般 的 拓扑 概念 ,并 且 也 得 
到 很 多 从 应 用 观点 看 来 的 其 它 优点 (使 用 所 刘 罗 原 理 的 可 能 )、 但 显然 线性 赋 双 箔 空间 
与 Saks 空间 是 紧密 联系 着 。 至 少 在 有 关 赦 性 泛 夯 分 析 的 一 些 问题 方面 . 在 这 里 我 愿意 
指出 , 在 Saks 空间 的 定义 中 ， 井 不 假定 基本 空间 X 按 印 数 | || 或 按 箱 数 外 ‖* 是 完备 
的 。 我 还 愿意 强调 ， 可 以 按 种 种 方式 使 X, 成 为 Saks 空间 。 事实 上 可 以 在 同一 集 X, 中 
引入 不 同 的 \ 有 时 甚至 是 不 等 价 的 范 数 . 这 是 非常 显然 的 ,因为 自然 我 们 永远 可 以 取 基 本 
和 范 数 作 带 “ 星 号 ”的 范 数 , 就 是 悦 ‖x 性 = ‖x1. 但 平常 还 可 能 引入 其 攻 有 用 的 带 “ 星 号 ” 
的 箔 数 , 正 是 这 点 使 得 有 可 能 发 展 一 套 特殊 理论 .特殊 情形 ||x || = || x |* 自然 代 不 是 什 
么 新 的 ,因为 在 这 情形 下 X, 看 作 Saks 空间 就 是 Banach 空间 的 单位 球 . 

现在 转向 令 述 有 关 Saks 空间 的 某 些 问题 。 在 Saks 空间 的 理 花 中 ， 我 们 追求 这 样 
的 目的 , 郎 提出 与 Banach 空间 理论 中 类 似 的 定理 . 自然 要 处 理 的 是 那些 可 能 在 粮 性 方 
程 理 葵 、 在 直 交 般 数 理论 、 在 求 和 法 理 葵 以 及 其 方 面 有 应 用 的 那些 定理 ， 所 葵 及 的 是 











1) 方 括号 中 的 数字 麦 示 妇 献 目 录 中 的 巷 女 号 数 . 
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关于 线性 泛 夯 数 与 算 子 的 种 种 定理 。 首先 是 下 烈 定义 : 命 了 表示 和 上 一 企 分 配 性 算 子 ， 
孔 的 值 是 取 自 一 个 赋 和 范 空 间 Y 〈 换 句 话 悦 ,由 X 到 Y 中 的 落 配 性 映 象 : U(C3x 十 pr) 一 
人 XU(Cxi) 十 LU(x2)，xiy xKX， 是 实数 ). 这 样 一 个 算 子 叫做 在 怠 土 科 性， 混 指 它 在 
X, 上 连 和 续 . 所 以 这 意味 着 :这 是 指 由 %ay %oCXy? | Xe -一 X0 上 一 0 可 专 推 出 关系 U(x。) 一 
1J(xo) 来 。 特别 如 果 Y 汪 一 切实 数 的 空间 , 那 末 ,按照 流行 的 用 法 ;我 们 管 定 尺 在 X, 正 的 
线性 算 子 叶 做 线性 泛 男 数 .“ [这 时 不 用 字母 局 而 用 表示]. .在 一 Saks 空间 X， 上 永远 
存在 非 不 足 道 的 线性 泛 范 数 , 因 为 无 论 如 何 X 上 每 个 分 配 性 的 并 且 按 带 攻 号 的 范 数 到 续 


的 泛 夯 数 必 是 连续 的 .这 是 一 个 不 足 道 的 赴 忆 .如 果 用 安 表 示 江 上 二 切 业 性 旗 夯 数 


的 全 休 , 用 号 * 或 各 表示 按 范 数 站 | 必 或 | 外 省 的 线性 泛 画 数 的 集合 ;知县 此 外 还 假定 
| x | 郑 le 屏 (这 个 不 等 式 在 大 多 数 情 形 是 可 以 假定 的 ) , 那 未 平 列 关系 成 立 : 
- 39? 和 光 亿 生生 

中, 是 否 马 的 凑 子 集 , 或 者 呈 * 是 否 号 , 的 趴 子 集 , 自然 依 顿 于 带 旺 号 的 范 数 的 逃 择 . 无论 
如 何 ,下 烈 命题 仍 是 几乎 显然 的 :如 果 66S*, 而且 Ex) 一 对 (z) 在 X, 上 一 和 致 成 立 , 那 末 
极限 泛 画 数 必 在 3, 中 , 这 就 是 襄 , 写 在 X, 上 连续 ([8]),， 本 定理 的 着 也 汪 洗 的 , 但 自然 
证 明 不 那 末 简 音 ([1]). 最 后 举 出 的 这 .一 定理 使 得 可 能 在 很 多 具体 Saks 空间 的 情形 决定 
号, 中 泛 画 数 的 一 般 形 状 ( 套 看 例如 [1] ,[2],[3],[6],[8]). 钥 关 于 这 个 问题 加 在 我 不 
预备 深信。 我 们 现在 转向 线性 泛 画 数列 的 研究 ， 届 外，6 5 5 是 Saks 空间 X, 上 


的 线性 泛 面 数 ， 我 们 所 关切 的 乃 是 下 烈 定理 的 成 立 . 对 于 Banach 浴 间 ,类 似 的 定理 属 


于 涛 画 分 析 的 古典 性 定理 的 范围 , 井 且 具 有 很 多 应 用 : 
A. 如 果 对 于 每 个 xy 6a(x) 一 5(x) 收 敏 , 那 末 必 是 X, 上 的 炒 性 泛 夯 数 .、 
B. 如 果 对 于 每 个 xEX，6a(x) 一 弥 x7 力 那 末 和。 必 在 均 点 处 等 度 连 炉 ( 在 空间 中 )， 
[自然 由 B 可 推出 A, 所 以 B 是 比 A 更 深远 的 要 求 ]. 


相同 . 
我 已 经 指出 过 ,对 于 Banach 空间 ,类 似 的 定理 是 熟知 的 。 对 于 Banach 空间 , 定理 A 


是 古典 的 Baire 定理 的 一 个 简单 的 推荐 . 因为 依照 Baire 定理 ,极限 省 画 数 15 一 定 在 一 


剩余 集 上 连 绪 .但 有 一 简单 命题 成 立 , 郎 如 果 一 个 分 配 性 泛 夯 数 在 一 点 处 连续, 那 末 写 已 
经 在 逼 处 连 丢 了 . 同 理 可 证 关于 Banach 空间 的 定理 B, 我 们 只 须 应 用 .Baire 定理 的 加 
强 形 式 , 依照 这 个 定理 , 由 殉 逼 收 伍 可 以 推出 在 一 剩余 集 上 的 等 度 连 续 性 .对 于 Banach 
空间 ,定理 C 在 Banach-Steinhaus 定理 的 名 义 下 为 人 所 熟知 。 对 于 Saks 空间 , 定理 A,B， 
C 攻 非 不 加 条 件 就 一 般 成 立 的 。 我 们 可 以 由 下 列 各 例 看 出 这 一 点 : 届 和 X 是 使 圾 数 了 | 扩 
o 的 一 切 数 列 x = 人 Lo】 的 空间 .在 和 X 中 引入 基本 和 范 数 


ge 本 


lx| = 之 jp]， 


4 


以 及 带 星 号 的 范 数 


1 zx 下 一 二 二 | 


4 


我 们 考察 租 应 的 Saks 空间 X,， 宅 由 广 足 了 引 z| < 1 的 一 切 数列 x = 人 上 想 成 : 3 


C. 使 得 列 6。(x) 收 伍 的 那些 点 zx 的 和 集 C 或 者 是 X 中 的 Baire 第 一 桐 集 ， 或 者 与 X， 























TI 
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察 分 配 性 泛 本 数 Eus(x) 一 于 训 七 们 在 X， 上 是 连 业 的 ,从 而 是 X， 上 的 碟 性 泛 画 数 ， 对 


村 过 于 

于 每 个 xEX, 自然 所 (z) 收 租 于 ;6Cz) = 3， 但 极限 泛 夯 数 在 X, 上 不 是 过 炉 的 、 所 以 定 
理 A 对 于 这 个 空间 是 不 成 立 的 。 另 一 方面 ,我 们 在 这 里 自然 可 以 应 用 已 经 提 过 的 Baire 
定理 ; 所 以 嫩 在 ;中 一 定 有 连 夸 性 点 。 .于 是 立刻 可 以 注意 到 ， 连续 性 点 的 集 与 集 
{x:xEX2 间 xl = 1 相同 ,并 且 依 Baire 定理 它 一 定 是 (在 X, 中 的 ) 剩 余 集 。 秆 看 来 这 是 
有 些 合 人 惊奇 的 ,但 一 切 是 就 精 的 ,因为 在 我 们 这 里 所 遇 到 的 假定 下 [ 郎 |xj > jz 1]， 
每 个 , Saks 空间 分 解 成 两 个 集 : 单位 球 || x | < 1 的 内 部 ， 这 永远 是 第 一 焕 的 ， 以 及 其 界 
( 邹 单位 球 的 表面 ), 这 一 定 是 在 X, 中 剩余 的 . 无 论 如 何 , 由 所 井 的 ,我们 看 出 下 列 结 果 : 
由 于 极限 证 画 数 在 界 上 连续 这 一 命题 还 不 能 推 知 它 在 X, 的 一 切 点 处 连续 ,特别 我 们 还 不 
能 千 论 说 写 在 * = 0 点 处 连续 .“ 

于 是 可 提出 下 列 间 题 , 我 愿 把 它 作为 一 个 未 解决 的 问题 提出 : 

为 了 对 于 -个 Saks 窜 关 ,定理 AjB, 或 C 克 立 , 必 要 充分 条 件 是 什么 ? 

自然 我 们 很 希望 把 这 种 条 件 在 可 用 的 形式 下 井 且 用 泛 画 分 析 的 概念 表达 出 来 ， 我 们 
在 波 兹 南 只 提出 了 定理 A,B,C 成 立 的 一 些 充 分 条 件 . “最 简单 的 乃 是 下 型 条 件 ( 马 )， 我 
现在 陈述 出 来 : 

(3 发 出 一 元 xiEX, 与 一 正 数 p。 于 是 存在 数 5 > 0， 使 每 个 满足 | xl|s* < 6 的 
x%EXz 可 以 表示 成 * 一 si 一 “的 形 式 , 这 里 xi，*KX， 而且 | 一 阁 | 必 < Pojlxa 一 so 
< p。 

可 以 看 出 , 条 件 (3) 在 Saks 窟 间 的 很 多 有 趣 的 情形 下 是 满足 的 . 如 果 这 一 条 件 泣 
是 , 那 末 我 们 可 以 借 Baire 定理 征明 定理 A, 以 及 更 一 般 些 的 定理 3 B。 关 于 定理 C, 情 况 双 
如 何 呢 ? 

可 各， ,6 是 X 上 和 烛 出 的 线性 泛 面 数 ， 用 w(x) 表 示 这 一 列 在 点 * 处 的 扰 
动 , 也 就 是 丽 , 作 
o() 一 lim SuP 15) 一 Su(x)|. 


用 /表示 下 烈 常数 : 
帮 到 linm SUDbp | E。(x )| . 


P 一 0 Gayilxll<l, ixll 寺 <p 


列 5i, 所 6 的 收 委 或 发 散 的 现象 依 末 于 这 个 常数 的 性 质 ， 在 假定 (32:) 一 条 件 之 
下 ,下 列 成 立 : 


D. 1 如 果 A > 90, 那 示 在 忆 中 存在 一 个 剩余 集 Xe C X,, 使 对 于 wsEXo, wo(x) 字 . 


所 以 在 这 情形 下 发 散 性 点 的 集 是 剩余 集 . 
2 ”如 果 上 = 07 那 末 或 者 列 6 逼 处 收 和 化 ,或 者 只 在 一 个 朴 集 上 收 伍 ([7];,( 工 )). 
由 此 可 以 看 出 对 于 Saks 空间 ,有 Banach-Steinhaus 定理 的 一 个 类 似 成 立 . 但 要 泪 
nn 事实 上 ， 如 果 6(x) 在 一 第 二 移 集 上 收 ， 那 末 依 照 1?， 
= 0, 而 依照 2 ， 饶 然 C 不 是 羽 集 ,必然 5 三 Xe 所 以 只 有 两 种 可 能 性 :或 者 C 一 Xr， 
二 是 第 一 网 集 . 
Dee 人 首先 可 以 把 楼 性 泛 男 数 换 成 纱 性 算 子 ， 更 进 
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一 步 可 以 考虑 依 末 于 一 个 套数 的 算 子 烈 , 等 等 ， 代 雹 条 件 (3)， 还 可 以 引 大 具有 其 它 性 质 
的 条 件 ,等 等 。 此 外 ,代替 考察 省 画 数列 的 收 化 ,可 以 把 旋 的 有 界 性 放 在 讨论 中 我 还 愿 
意 令 述 一 下 最 后 一 类 的 一 个 定理 . 

假定 (2,) 和 条件, 再 一 次 考察 线性 证 男 数 烈 3 5 5 我 何 假定:， 

1) 对 于 每 个 zx, 列 是 有 界 的 , 朗 ss。(x) 一 0O(1); 

2) 存在 一 点 xoy 使 和 (xz) 发 散 ; 

3) 在 X 中 一 个 稠 集 上 , 列 5 ) 收 合 . 
在 这 些 假定 之 下 ,有 下 列 命 题 成 立 : 

我 们 把 一 切 列 Ss(x) 的 至 体 Te 看 作 一 切 有 界 数列 的 宰 间 罗 的 一 个 子 空间 我 们 把 
空间 7 看 作 按 平常 方式 赋 范 的 .. 那 末 To 是 不 可 分 的 ([8]). 

我 将 用 几 个 例 来 说 明 Saks 空间 理 葵 的 应 用 可 能 性 . 我 完全 限于 取 自 数列 的 线性 算 
子 一 般 理 葵 的 例 。 屋 4 = (ai。) 是 一 数 障 , * = 《t 是 二 数列， 我们 分 


.44 一 2 | epv| ,一 人 


we 


对 于 一 人 切 , 作 变 式 
必 (z) 环 呈 > aiv tw 


这 对 于 有 界 数列 是 有 意义 的 , 如 果 我 们 假定 对 于 一 切记 必 必 可。 为 简 半 超时》 我 们 还 假 
定 更 多 一 些 ， 即 慨 对 于 ; = 1, 2,……， 少 所 天 于 是 诸 (xz) 对 于 一 切 有 界 数 列 是 有 塌 
义 的 .在 一 切 有 界 数列 的 全 体 X 中 ,引入 基 本 得 数 |z 直 = sup|z| 与 带 星 号 的 范 数 | | 


-- 了 二 |w|， 假定 了 这 两 区 数 的 定义 ,第 X, = (z:j|z | 区 1 形成 一 个 sale 松江 ， 大 且 


二， 所 以 寺 面 令 述 的 定理 A,B, C 是 可 以 应 用 的 . 作为 泛 画 数 .6 我 
们 现在 取 变 式 6(x) = (xz )。 立 刻 可 以 注意 到 [在 所 氢 述 的 假定 尾 委 天 之 于 ]， 


及 三 上 m op 六 | mv| . 


二 = 的 大 王 9 二 坟 

家 用 定理 D, 可 以 得 出 下 列 千 果 ( 矢 看 [7],( 工 )7: 

a) 如 果 岂 > 0， 那 林 对 于 每 个 有 界 数 列 ) 变 式 (xz) 是 有 界 的 ， 但 在 * 的 一 个 剩余 集 
[在 午 ] 上 , 列 4i(*) 的 振动 超过 数 上 /2. 

b) 如 果 风 =:0,， 振 且 假 定 极限 值 
《 音 ) 和 “) 
存在 ， 部 未 对 于 每 个 有 界 数列. 蘑 变 式 di(xz) 收 敏 . 
ce) 如果 对 于 每 个 有 界 数列 , 列 4i(*) 收 赤 , 那 末 / = 0， 卉 且 ( 这 是 不 是 道 的 ) 作 9 成 
立 . 5 

ec) 恰好 就 是 熟知 的 I. Sehur 定理 ， 在 <) 中 可 以 假定 得 少 些 ， 也 就 是 悦 ， 不 届 对 于 
每 个 数列 收 伊 ,只 须 训 求 在 一 第 二 网 集 上 列 4i(x) 收 伍 . 

现在 举 一 个 更 有 趣 的 例 : 


现在 考察 与 陈 4 = (er。) 相应 的 阵 求 和 法 . 如 所 周 匈 ， 数 列 叫 做 按 4- 求 和 等 于 值 








= 人 ~ 一 2 下 二 
攻 SRT 羡 二 天 = 一 - 和 4 2 cc 
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4 尼 xs; 是 指 列 4i(x) 收 伍 于 极限 值 4(x)。 我 们 假定 4- 方 法 是 保存 的 . 在 4 方法 之 外 ， 
还 考察 一 个 第 二 种 保存 求 和 法 慨 这 相应 于 阵 3B = (2s)， 拓 且 称 做 B- 方 法 . 下 列 符合 
性 定理 成 立 : 

如 果 每 个 4 可 求 和 的 有 界 数列 是 B- 可 求 和 的 ， 那 末 对 于 每 个 才 可 求 和 的 有 界 数 
列 ,，4(x*) = BCx). 

这 个 定理 ， 我 售 于 1933 年 与 Mazur 先生 一 起 意 明 ; 和 且 不 加 证 明 发 表 于 Comptes 
Rendus 上 ([4j)。 在 1943 年 莫斯科 的 6pymHo 先生 重新 发 现 了 我 们 的 定理 ， 并 且 把 他 
自己 的 证 明 发 表 在 . MaTeM. CoopHHK 16 (1945) 的 一 篇 著作 中 . Bpyzmao 答 出 的 证 明 是 
很 复杂 的 ,而 我 倍 自己 的 证 明 ; 只 是 在 战 后 才 发 表 的 ,也 才 不 简单 (15]). 借 Saks 空间 可 把 
我 们 的 符合 性 定理 的 证 明 化 得 非常 简单 ([7], 工 )， 为 了 这 一 目的 ,我 们 用 X 表示 按 全 可 
求 和 手 极限 值 \0 的 一 切 有 界 数列 所 组成 的 线性 空间 在 浆 中 引入 基本 簿 数 | * || sup |zo| . 
我 们 现在 按 下 列 方 式 定义 带 星 号 的 范 数 : 

| > 睫 一 sup| 人 (xz 十 三 序 || 
考察 集 X. 容易 起 明 , 这 当 趴 是 Saks 空间 ,这 就 是 说 ,七 按 范 数 外 ||* 是 完备 的 。 此 外 还 
有 下 烈 辅助 定理 成 立 : 考察 具有 下 烈属 性 的 有 界 数 列 *: 放 只 有 有 穷 多 项 不 等 于 0， 而 且 
按 稻 对 值 不 超过 1; 这 些 数列 的 全 体 在 X, 中 稠密 (这 个 辅助 定理 的 证 明 可 以 在 著作 [5] 中 
找到 )57 我 们 用 光 ? 表示 这 个 稠 集 。 借 上 述 辅助 定理 ， 我 们 首先 十 明 , X 满足 条 件 ( 马 ). 
现在 可 以 应 用 定理 A。 兮 
&r(x) 一 Bi(CxJ:xEX ， 

显然 评 扣 是 X 上 的 秋 性 诈 面 数 ， 而 依 我 们 的 假定 ,6i(x) 在 X: 上 收 优 于 B(x)。 但 对 于 
每 个 姨 双 , B(z) = 0， 因 为 已 经 假定 B- 方 法 是 保存 的 。 傅 定 理 A, B(x) 在 X, 瞎 炉 ， 
所 以 ; 刻 然 在 稠 和 集 上 , B(*) 三 0， 那 末 对 于 每 个 满足 4(x) 一 0 的 4 可 求 和 列 *,， 有 B(x) 
= 0。 同 时 也 一 般 地 有 4(*) = B(*)， 这 可 借 保存 性 假定 立刻 看 出 . 

定理 F, C 也 可 以 在 一 般 求 和 法 理 葵 的 种 种 问题 中 有 很 好 的 用 途 . 在 我 的 报告 结束 
之 际 ,再 举 定 理 蕊 的 一 个 简单 应 用 。 考察 两 个 保存 的 阵 法 4 与 B, 屋 X, 与 在 前 例 中 具有 
同样 意义 。 仍 兮 Sr(x*) = Bi(x)， 而 屋 至 少 对 于 一 个 有 径 并 按 刀 可 求 和 于 雪 的 烈 mo， 列 
Biso) 发 散在 这 样 假定 之 下 ,可 以 应 用 定理 D, 于 是 得 出 下 列 和 结果: 一 切 数列 Bi(x)(eEX) 
的 公休 在 空间 7 中 是 不 可 分 的 。 特别 ,如 果 召 表示 单位 方 阵 , 从 而 肪 (*) = 5 我 全 了 沈 得 
出 我 和 Mazur 早 在 上 述 登 载 于 Comptes Rendus 上 的 那 篇 短文 中 叙述 的 定理 . [这 个 定 
理 此 外 还 可 以 在 Agnew，Zeller 以 及 其 他 人 的 过 晚 的 著作 中 重新 找到 ]， 这 一 定理 是 : 改 
4 是 一 保存 的 阵 法 ， 那 末 一 切 有 界 井 按 因 可 求 和 于 雾 但 不 收 化 的 数 烈 在 崔 间 T, 中 或 者 
不 可 分 ,或 者 根本 上 形成 空 集 . 

还 应 注意 ,不 必 通 过 巨大 困难 可 以 使 一 相 类 似 的 方法 对 于 某 些 类 似 的 问题 有 用 .。 事 
实 上 ,1Saks 空间 在 多 重 数 列 、 画 数 - 男 数 的 变换 、 积 分 变换 等 等 的 求 和 法 理 瑜 中 的 类 似 问 
题 中 有 很 好 的 用 途 . 
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险 空 间 必 与 居 的 一 些 推广 
W. Orlicz “ (Poznanmn ) 


自从 F、Riesz 的 基础 著作 以 来 ,空间 ”与 工 " 乃 是 赋 范 线性 空间 的 经 典 性 例子 。 所 
调 空 间 ”, 乃 是 指使 级 数 


| 十 |] 2 > 0 
收 化 的 -一切 数 列 {z) 所 粗 成 的 空间 。 所 谓 空 天 工 ", 乃 是 指使 积分 
(ze@) | “dz ， &% >0 
有 状 的 一 切 可 测 丁 数 所 组 成 的 空 间 . “如 果 在 集合 严 或 工 " 中 按照 平常 方式 定义 两 元 的 加 
蕉 与 用 数 相 乘 的 乘法 ; 那 末 闫 与 也 " 成 为 线性 空间 ， 妇 wa 记 1, 那 末 在 中 可 以 引入 一 个 
齐 性 范 数 
PRT=(ZIl) ， := 人. 


但 如 果 0 < aa< 1, 那 末 我 们 用 另外 方式 定义 范 数 ,也 就 是 分 
jx 小 = 办 站 矶 | x 一 《to)}. 


”这 个 和 范 数 葡 足 平常 条 件 : 1) lzl > oo ls = 着 洒 xz 一 o; 2)lx+yl<lzl+lyl， 


但 这 不 是 齐 性 的 . 写 满 足 条 件 1x 站 = | 一 ”1 井 且 积 xx 按照 两 个 变量 ( 依 相应 的 范 数 
收 仇 ) 是 连续 的 , 这 些 性 质 代 殖 了 齐 性 。 按 波兰 的 命名 法 , 我 们 管 这 种 和 范 数 叫 做 F- 范 数 ， 
齐 性 和 范 数 叫做 B- 箱 数 . 所 以 ,我 们 疝 当 wx PP 1 时 ,空间 关 是 赋 3- 和 范 数 的 ,而 当 1>> wx>0 
时 , 写 是 赋 三 范 数 的 。 赋 以 上 述 的 范 数 , 空间 P= 是 完备 的 ,这 就 是 说 : 每 个 Cauchy 元 列 
-- 定 收 化 于 一 极限 元 。 如 所 周知 ,完备 的 赋 B- 箔 线性 空间 叶 做 Banach 空间 ,而 完备 的 赋 
F- 范 线性 空间 叫做 Frtchet 空间 ,或 简称 天 空间 。 因 此 ,我 们 可 以 妇 : 当 waZ21 时 ,1 7 
都 是 Banach 空间 ,而 当 0<a<1 时 ,它们 是 Frkchet 空间 . 

在 两 次 世界 大 战 之 间 的 年 代 里 ,大 狗 在 1932 年 ,出 现 了 种 种 著作 ,这 些 著 作 以 空间 工 "， 
2 的 一 些 推广 作为 研究 对 象 。 在 第 二 次 世界 大 战 之 后 ， 有 些 人 把 巡 方 向 的 研究 在 很 多 方 
面 作 了 推进 . 特别 湿 龙 浊 日 (Bopouez) 的 数学 学 派 , 以 KpacHocetbckHE 先生 为 首 ,以 及 
他 的 几 位 协作 者 ,把 他 们 自己 所 开始 的 研究 作 了 进一步 推进 ， 并 把 推广 了 的 空间 世 " 应 用 
到 非 砂 性 积分 方程 理论 中 去 。 在 荷兰 ,这 一 类 问题 吸引 了 Zaanen 先生 及 其 协作 者 Luxem- 
burg 博士 的 注意 。 这 几 位 数学 家 也 考虑 了 在 积分 方程 理 葵 中 的 一 些 应 用 。 在 日 本 , 在 
北海 道 大 学 ,中 野 秀 五 郎 教授 与 他 的 几 位 协作 者 佛 建 立 了 所 谓 模 空间 的 一 般 理 葵 . 这 -- 
理 葵 在 一 定 意义 下 把 以 前 我 ，KpaHocenibCKH 首 ， PYyTHLKH 站 ，Zaancn，Luxemburg 以 及 很 多 
别 的 人 所 处 理 的 ;空间 P, 世 " 的 推广 都 作为 特例 包容 了 。 但 附带 注意 ,日 本 学 派 为 了 给 他 
们 的 理 葵 举例 ， 他 们 所 用 的 广义 的 空间 乙 ， 与 在 上 滤 族 位 数学 家 的 著作 中 已 经 用 到 的 是 
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相同 的 ， 从 应 用 的 观 点 看 来 ;这 在 目 前 还 不 能 算 作 是 重要 的 推进 
那 末 ,空间 扩 或 二 的 推广 的 思想 主要 是 什么 呢 ? 我 们 可 以 这 样 地 来 把 所 设 M 是 对 
于 一 切实 数 * 有 定义 的 非 负 值 本 数 。 用 灵 表 示 使 级 数 


p(x) 一 之 M(p)< 才 马 


的 一 切实 数 现 x 一 {t) 的 全 体 。 如 果 在 这 里 全 
M(z) 三 jz|。， 2 一 0， 


那 末 可 以 看 出 ,在 这 情形 下 , 几 恰 好 就 是 空间 "。 可 以 证 明 ,在 关于 画 数 M 的 某 些 凸 性 条 


件 之 下 ( 具 前 没有 必要 把 这 些 条 件 精确 地 提出 ), 汪 是 一 Banach 空间 。 为 了 获得 空间 乙 " 
的 推广 2 我 们 考察 在 (ac, 2) 上 使 积分 


pe) = .MGO)a < wm 


存在 的 一 切 可 测 画 数 x =x(i 的 从 体 Z (自然 ， 为 了 保证 MGx(z) 的 可 测 性 ， 我 们 必须 
要 关于 M 作 一 些 假 疏 ， 例 如 设 写 连续， 或 更 一 般 些 ,， 届 M 是 Baire 夯 数 )。 自然 ,对 于 
M(i = |i|*， ca > 0, 我 们 仍 获 得 古典 的 鹤 间 工 ”. 

直到 现在 为 止 处 理 空间 瑚 与 忆 " 的 种 种 推广 的 著作 都 是 限于 使 才 或 成 为 Banach 空 
闻 的 情形 。 在 我 的 报告 中 ,我 将 讲述 一 些 千 果 ,这 些 和 结果 是 我 与 Mazur 先生 共同 在 一 些 时 
候 之 前 获得 的 (S. Mazur & W. Orlicz: On some classes of linear spaces，S1xdid Met5empatica， 
17(1958)，97 一 119 页 ). 


在 我 们 的 研究 中 所 考虑 的 乃 是 关于 上 述 那 类 问题 中 的 一 些 间 题 ， 但 是 从 完全 一 般 观 


点 来 看 的 , 一 般 关 于 男 数 M 并 不 假定 束 炉 性 . 我 们 可 以 把 下 列 计 问题 陈述 底 主 要 问题 - 


( 届 X 表示 ! 或 者 工 )。 
I. 在 什么 时 候 集 X2 形成 一 个 线性 空间 ? 
I. 在 假定 Xu 是 线性 空间 之 下 ,什么 时 候 可 以 在 zua 中 引 天 一 个 F- 和 范 数 或 3- 箔 数 , 使 


由 | xo| 一 0 可 得 p(z。) 一 0, 井 且 反 过 来 也 成 立 ? 特别 在 什么 时 候 东 可 以 成 为 Frieha 


空间 或 Banach 空间 ? 

关于 上 渡 两 问题 ,我 们 将 看 到 ,可 以 给 出 很 闯 意 的 回答 。 按照 我 的 意见 ,关于 我 们 所 
考虑 的 问题 还 有 更 进一步 发 展 的 可 能 。 如 果 有 中 国 青 年 数学 工作 者 对 这 间 轩 感到 兴趣 卉 
对 于 写 的 进一步 发 展 有 所 页 献 , 我 将 是 非常 高 兴 的 . 

我 将 主要 考察 空间 几 。 对 于 这 个 数 烈 空 间 ， 所 获得 的 辕 果 落 对 于 男 数 空间 太 更 为 
完备 . 此 外 ,关于 贿 与 Za 的 考虑 一 部 分 是 非常 相似 , 从 而 根据 这 点 ,没有 对 空间 Z 忆 作 着 
组 论述 的 必要 。 

我 从 下 烈 的 说 明 与 定义 开始 。 屋 M, N (与 以 前 一 样 ) 表 示 对 一 切 上 有 定义 的 完全 任 
意 的 非 负 值 夯 数 ， 为 简便 起 见 , 分 


pu(x) 一 二 MG)， “= 人 tp)}. 
我 们 也 有 时 更 简单 地 写成 p(x) 来 代替 pw(x). [如 果 用 N 人 代替 M， 我 们 也 就 相 类 似 地 写 


成 pw]。 表 示 使 pu(x) 世 中 的 一 名 当 光 的 合生 我 们 谣 男 数 M 满足 条 件 (*)? 是 指 它 
具有 下 列 性 质 : 


刘 
RememTmemTemymm 








nr 
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(s) 关 系 M(t。) 一 0 与 关 柔 加 一 0 等 价 。 这 里 如 也 可 以 等 子 0. 
由 (ss) 自 然 可 知 M(0) = 0， 和 t 关 0 时 必然 MK5 夭 两 企画 数 MX 哗 做 等 
价 - 一 一 表示 成 - 
MT 有 
是 指 存在 正常 数 4, B, e > 0， 使 下 列 族 不 等 式 成 立 ; 
NG < 和 BMD)， 如 果 0 (1》 
MGD) 和 4NCG)， 如 果 NGC) 委 s. 
刀 果 两 画 数 M, N 都 兽 足 条 件 (*) , 那 未 可 以 把 上 述 的 等 价 性 定义 化 成 更 简单 的 形式 : 即 
为 了 邓 ~ N， 必须 且 只 须 存 在 正常 数 4，B， 使 在 雳 点 的 某 邻 域 下 ,关系 (1 成 立 . 


首先 可 以 很 初等 地 建立 下 烈 千 果 . 为 了 有 等 式 产 = 几 , 必须 上 且 只 须 WM~N。 由 这 个 


“辅助 定理 可 以 看 出 等 价 性 构 念 对 于 整个 理论 的 意义 。 如 果 把 一 个 男 数 M 换 成 一 个 与 七 


等 价 的 画 数 ， 那 末 对 于 由 M 决 定 的 数列 集 开 划 不 发 生 任 何 影响 。 可 以 很 平 扩 地 按 次 序 . 
注意 到 下 列 几 点 : (a) 为 了 集 岂 与 一 切 数列 的 集 相 同 ,必须 且 只 须 对 于 一 切 ty MD) 一 0. 
(b) 为 了 集 严 与 殉 一 切 项 为 雳 的 数列 至 体 相同 ; 必须 而 且 只 须 M(0) 一 0 井 且 定 在 数 
.> 0， 使 得 对 于 z* 夫 0 有 MG) > 5。 
在 这 些 附 赴 之 后 ,我 可 以 进而 陈述 下 刻 定 理 ， 这 个 定理 的 迹 明 卉 不 那 末 显然 

定理 1: 在 画 数 M 可 测 与 几 为 线性 的 假定 下 ,只 有 下 列 三 个 可 能 性 : 

(a) 对 每 个 妈 有 M(a) = 0; 

(b) 存在 常数 5 > 0j 使 当 z 尖 0 时 ,MG) 记 5, 井 且 M(0) = 0; 

(c) M 满足 条 件 (*)。 ; 

我 提醒 你 们 注意 关于 M 可 测 的 假定 。 如 果 不 作 这 一 假定 ,定理 1 的 主张 就 一 定 不 正 
确 。 这 可 以 用 例 来 证 明 .。 无 花 如 何 , 由 定理 1 可 以 看 出 条 件 ( 在 整个 理 苍 中 的 意义 。 如 
果 要 求 空 间 几 的 线性 , 提 把 两 个 不 足 道 的 极端 情形 (a) (b) 拉 什 在 一 边 , 那 末 条 件 (*) 一 定 
讽 足 .。 正 是 根据 这 一 点 ,所 以 才 在 下 面 的 考察 中 关于 男 数 M 常 假 定 写 满 足 条 件 (*)。 但 
我 人 不 必 担 心 M 的 可 测 性 .这 由 下 烈 定理 可 以 看 出 : 

定理 2: 如 果 M 满足 条 件 (*) 和 借 且 岂 是 线性 的 , 那 末 必 存 在 一 个 逼 处 连 苇 的 画 数 N， 
具有 下 列 属 性 : 

(a) M ~ N, 这 就 是 妇 , 广 王 

Gb) N 是 偶 画 数 , 并 县 对 于 * > 0 是 单调 甫 增 的 . 4 

直到 现在 ,我 们 关于 在 付 么 假定 下 能 保证 集 几 的 线性 这 一 题目 还 只 字 未 提 . 但 这 一 - 
闻 题 可 以 完全 回答 . 事实 上 ,下 列 定 理 成 立 : 

定理 3: 在 条 件 (*) 的 假定 下 ,为 了 刀 是 线性 的 ,必须 上 且 只 须 下 列 诸 条 件 满足 : 

(a) 在 雾 点 的 某 邻 域 中 , 朗 当 |zj 和 es,|s| 和 时 ,下 列 不 等 式 成 立 ; 

MGC Te)< CCOMCGD) + MCD)). 

(对 于 小 上 的 广义 三 角形 条 件 ); 

(5) 对 于 等 个 疡 > 0 存在 两 个 常数 C > 0;6 > 0, 使 得 

半 -| 雪 有 ol 过 pp 时 ,有 Moa) < CMO， 

这 乃 是 第 一 问题 的 完全 解决 ,也 就 是 关于 岂 的 线性 的 问题 。 我 个 可 以 对 定理 的 上 壕 陈 述 
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提出 反对 , 郎 条 件 (a) 与 (b) 在 具体 情形 下 的 验证 并 不 常 是 很 入 闺 的 。 在 实际 中 , 莫 妥 考 察 
单独 一 个 非常 简单 的 条 件 来 代替 (a) (bj 这 就 是 所 谓 A= 条 件 ( 对 于 小 的 共 : 
M(2 力 科 KMG) 对 于 < 泵 “ 

事实 上 , 依 定理 2, 可 以 把 ' 瑟 用 一 个 连 绪 \ 对 xz 关 0 有 增 的 介面 数 代 榜 ， 而 容易 寿 明 ， 对 于 
这 样 的 画 数 , 条 件 (a);,(b) 与 条 件 (A) 等 价 . 

现在 将 考虑 第 二 个 主要 间 题 : 在 假定 疡 是 线性 之 下 ,什么 时 候 可 能 在 户 申 引 天 一 个 
F- 和 范 数 或 B- 和 范 数 ,使 得 它 能 适合 彤 的 畏 构 . 

答案 仍 是 异常 简单 的 : 

定理 4: 屋 和 给 出 一 个 满足 条 件 (#*) 的 画 数 M, 玻 记 是 楼 性 空间 。 在 这 些 假 定之 于 可 
以 在 几 中 引入 一 个 天- 和 范 数 ,使 得 由 关系 ||x 直 一 6 可 以 推出 关系 eu(x。) 一 0 来 , 井 且 反 过 
求 的 年 涵 也 成 立 。 空间 性 ， 赋 以 这 个 和 范 数 ,成 为 Frcchet 空间 ,这 就 是 丽 ， 它 并 是 完备 性 
公理 ， 

所 以 ,我 们 可 以 看 出 , 这 个 定理 的 意义 在 于 : .如果 我 们 已 榴 知道 疡 是 线性 的 , 那 末 由 
此 自然 得 知 丧 是 Frechet 空间 ，。 但 如 何在 瑚 中 定义 所 说 的 那 种 箔 数 呢 ? 定义 这 个 簿 装 
的 规定 是 很 简单 的 。 首先 ,把 M 用 任意 一 个 与 它 等 价 的 男 数 人 代替 ,使 X 双 外 连 辜 , 对 手 
z 之 0 是 增 的 , 并 且 具 有 属性 MG = M( 一 为; 依 定理 2 这 圳 常 是 可 能 的 。 现在 对 手书 
知 的 元 xEH 考察 不 等 式 


ms(E)= 工 V()<e 6>0 (十 ) 


可 以 不 足 道 地 钙 明 , 当 * 一 十 oo 时 ，pw (三 ) ~ 0. 这 圾 明 (十 ) 二 定 能 对 于 某 个 > 0 汪 


足 。 现 在 作 满足 不 等 式 ( 十 ) 的 一 切 正 数 s 的 下 端 inf se。 合 上 由 x 外 = infs。 这 就 是 一 切 要 
作 的 . 事实 上 ,我 们 可 以 验 明 , 泛 醒 数 | x | 上 当 趴 具有 . 严 生 数 的 一 切 属 性 ,并且 此 外 关系 
1 zx 一 0 与 wx 一 0 是 等 价 的 . 但 饶 然 M ~ N> 井 且 由 这 等 价 关 柔 立 询 得 出 关系 ， 
Puv(xa) 一 0， P -fs 一 0 的 等 价 关 系 ,， 于 是 就 得 出 合适 的 .天 - 箔 数 来 ,因为 它 适 应 罕 阳 忆 
的 结构 ， 最 后 ， 站 性 公理 往 足 。 于 是 可 以 看 出 , 几 可 以 看 做 
是 天- 空间. 。 

最 好 在 一 个 具体 的 基础 上 把 术 个 事情 再 弄 消 全 MG) 三 | ja > 0 排 且 按 ， 


照 上 述 的 规定 计算 出 印 数 | | 来 ， 于 是 作 六 | 刀 上 < @ 并 计算 王 端 ;很 术 症 道 的 疼 
算 引 导出 下 列车 果 ， 








me (二 辣 昌 网 
当 a > 0 时 ,甚至 当 w > 1 时 ,这 样 决定 的 各 数 大 不 与 平常 的 范 数 相同 ， 无 葵 如 何 ,这 是 一 
个 - 箱 数 ， 并 且 与 平常 的 范 数 等 价 。 对 于 x > 1, 上 面 决定 的 范 数 不 是 齐 性 的 ,与 平常 的 
季 数 | | 一 (三 la“ 不 一 样 。 但 这 已 是 完全 另外 一 个 问题 了 ， 序 什 么 时 候 可 以 在 必 


中 引入 齐 性 范 数 , 换 句 话 姐 ,什么 时 候 可 以 把 产 看 成 了 an 台 h 疾 间 .) 下列 定 理 可 以 代 诉 我 
们 这 方面 的 事实 ,我 把 这 个 定理 陈述 成 这 一 系列 定理 中 的 最 后 一 个 . 
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定理 5: 俩 M 满足 条 件 (4 ;并且 严 是 线性 的 。 为 了 在 严 中 存在 一 个 齐 性 范 数 , 使 
这 夭 数 与 P- 收 伍 等 价 (这 甩 是 指 :| x|| 一 0 蓝 漂 关系 pv(r。) 一 0 并 且 反 面 的 昔 洱 也 
成 立 ) ;必须 目 只 须 M 等 价 于 一 个 几 画 数 ， 

这 条 件 的 充分 性 实在 在 很 办 以 前 就 已 熟知 了 ， 如 果 N 是 这 烧 的 、 偶 的 ,对 *>> 0 是 单 


导 甫 增 的 ,和 工 且 满足 条 件 入 , 那 末 相应 的 空间 疡 一定 是 线性 的 ,并 且 可 以 在 里 面 引 坟 一 


个 齐 性 范 数 .这 由 下 面 的 考虑 得 出 ; 如 果 M~N, 而 是 凸 的 , 忆 是 线性 的 , 那 未 了 也 必 
满足 条 件 入 :而 我 们 可 以 在 岂 中 使 用 与 习 中 相同 的 范 数 . 但 对 于 一 个 满足 条 件 A 的 连 


米 偶 凸 夯 数 六 ， 我 们 可 以 很 简单 地 定义 齐 性 范 数 . 我 们 考察 使 下 烈 不 等 式 成 立 欧 一 切 
SS> 10; 


pu[( 三 ) <T xc， (9) 
并 且 合 范 数 等 于 


|x | = inf c， 

这 里 下 端 是 按 使 不 等 式 (0) 成 立 的 一 切 正 数 s 而 取 的 : 这 是 中 齐 性 范 数 的 一 种 可 能 定 
义 ， 按照 另 一 种 方式 ,我 们 可 以 藉 所 请 与 Y 相 补 的 男 数 N' 引入 齐 性 范 数 。 关 于 引 太 和 范 数 
的 这 个 第 二 种 方法 ,我 全 最 先 在 战 前 的 著作 里 建议 过 .在 种 种 庶 用 中 ,这 个 方法 执行 很 好 
的 职责 ;例如 在 苏联 这 方面 的 著作 中 ,完全 只 使 用 这 第 二 个 范 数 ， 但 为 了 设 明 我 们 所 葵 的 
那个 定理 ,考虑 上 面 引入 的 生 数 已 经 完全 足够 了 。 所 以 我 再 重复 一 下 :定理 5 中 条 件 的 充 
分 性 并 不 是 新 的 。 新 的 地 方 只 在 于 下 列 知 识 , 序 给 出 的 凸 性 条 件 也 是 习 要 的 . 

现在 我 还 要 很 简短 地 论述 一 下 如 何 把 到 此 为 止 的 考察 转移 到 空间 Lx 上 去 . 我 将 尽 
量 最 简短 地 伐 述 一 下 .我 们 用 ZZ 表示 在 (0;1) 上 可 测 并 使 积分 


Pv(x) = |， MCxCt))dz 


有 更 的 忆 想 国 最 的 至 体 . 关于 画 数 M, 我 们 假定 才 是 Baire 画 数 。 此 外 还 需要 使 这 画 数 


指 守 某 些 另外 的 条 件 。 除 掉 已 经 知道 的 条 件 (*) 之 外 ,我 们 还 需要 下 列 条 件 : 

(0) 关 系 Ne) 一 o 与 关系 |z| 一 oo 等 价 . 

条 件 (0) 就 中 保证 M 是 局 部 有 界 的 ，。 首 先 我 们 象 对 于 户 那 样 ,引入 两 画 数 M 与 了 等 
价 的 概念 为 简单 起 见 , 我 们 假定 M 与 Y 具 有 属性 (0). 于 是 可 以 按 声 简化 的 形式 定义 
等 价 性 构 念 ,也 就 是 按照 如 下 方式 定义 : 

两 个 夯 数 M,N 叫做 等 价 的 (用 符号 表示 成 M ~ N)， 是 指 存在 正 的 常数 4 By r, 使 
当 | 让 r 时 ，NCG) < BMG)，MCG) 和 4NC) 

为 了 ZLY = IN， 必须 且 只 须 M ~ N. 

下 烈 基 本 命题 成 立 : 在 假定 M 满足 条 件 (*) 与 (0) 的 假定 下 ,和 井 发 Iw 是 怪 的 ,必然 
可 以 在 LY 中 引入 一 个 天 - 范 数 ,使 
1) 由 |x。 和 一 0， 可 得 关系 pv(x。) 一 0, 并 且 反 过 来 也 成 立 . 
力 完备 性 公理 满足 ,这 乃 是 说 ,我 们 常 可 以 把 线性 空间 ZLY 看 作 是 Frgchet 空 关 . 
在 关于 M 的 同上 假定 下 ,可 以 主张 如 下 : 
为 了 在 ZY 中 存在 一 个 齐 性 范 数 ， 具 有 属性 1), 必须 肘 只 须 M 等 价 于 一 个 连续 凸 画 
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数 N. 
关于 在 画 数 空间 ZL 中 引入 B- 和 范 数 还 要 说 几 句 话 . 假定 M 连 炉 、 凸 对于:* 尖 0 满 
定 M(rz) > 0， 并 且 M 是 对 称 的 。 此 外 假定 对 于 大 的 “有 A- 茶 件 成 立 , 就 是 丽 ， 

当 了 工 郑 冯 7 时 ， M(2z) < 4MC)， 水 世 
和 ^- 条 件 保 证 了 空间 Lx 的 线性 ， 为 了 引入 范 数 ,可 以 使 用 与 在 数 烈 空间 情形 相同 的 方法 ， 
也 就 是 考察 不 等 式 


Ox 全 ) < 1， (*) 


并 与 以 前 完全 一 样 , 作 下 端 inf s, 这 是 对 满足 不 等 式 (*) 的 一 切 正 数 * 而 取 的 。 这 样 定义 
的 范 数 满足 所 要 求 的 。 特 别 考察 MG) = | 直 ", a > 1 情形 。 用 很 平凡 的 计算 可 以 证 明 


ifs 一 | zl = (| .zol"a) 
从 而 就 是 平常 的 范 数 . 
但 除 吉 典 情形 M(:) = |z|* 之 外 ， 自 然 也 存在 其 它 的 需 忆 机 数 M(p) 满足 要 求 的 条 
件 。 例 如 可 以 取 
MG) 一 |zj<(linlz 半 二 1 如果 wa > 工 . 
但 考察 数 


MC) 一 2 一 1. 
这 画 数 是 凸 .连续 、 克 , 但 当然 陷 不 满足 条 件 A;。 事 实 上 ,容易 证 明 , 和 假定 条 件 ( 必 ;) 就 使 得 
当 |i| 一 z 时 ，M 增加 不 比 一 寡 画 数 快 ,也 就 是 襄 . 必 然 对 于 足够 大 的 | 让 ,有 不 等 式 
MCz) 二 C| 夺 4 
成 立 , 如 果 当 |z| 5 时, M(2|1t|) 和 KM(CD) 最 后 一 例 说 明 , 如 果 想 从 夯 数 凤 药 增加 方 
面 的 限制 解脱 出 来 ,必须 对 空间 大 的 定义 作 进 一 步 的 推广 ”事实 上 ， 这 种 推广 蕊 缀 知道 
了 。 但 由 于 时 间 限 制 ,我 将 不 去 深信 这 类 推广 了 。 7 
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2 = 福 api 姑 于 
方程 姐 “ “<“*e ”的 极限 环 粒 的 位 置 ， 
7 交 ， 2 了 人 
dt 0<i+k<2 
董 人 金 ， 芷 
(中 国 科 学 院 数学 研究 所 ) 
。 
$ 1， 问 题 
方程 粗 
2 2 
dt 队 并 
Y 2 (《 瑟 ? 
一 一 一 
dz 0<i+k<2 
的 Hilbert 问题 包括 两 部 分 , 郎 间 () 在 人 至 平面 上 最 多 有 几 个 极限 环线 及 写 但 的 位 贰 ( 写 
们 如 何 分 布 ). 


在 一 篇 独 具 风 格 的 论 康 巴 中 ，IlerpoBcka 站 及 JiaHmac 用 创见 的 方法 以 惊人 的 气 掀 
处 理 了 方程 粗 (已 )) 得 和 到 了 ( 瑟 ) 的 极限 环线 在 全 平面 上 最 多 有 三 个 的 结果 . 
本 女 是 [2] 的 粮 续 , 目的 是 讨论 方程 组 (已 ) 的 极限 环线 的 位 暇 ,把 它 何 的 拓 把 分 布 间 
题 输 以 最 后 的 解决 
我 们 现在 的 问题 是 : 屋 方 程 粗 (BEz) 有 三 个 极限 环线 ,以 尼 (G = 1, 2,3) 表 之 ,以 大 表 
Lz 之 补 集 c(L: ) 之 有 界 分 量 , 问 位 置 
Fn=0o mnz 夫 0 
4G 尖 )1 尖 太一 31 ij 太一 1，2，3) 
是 否 存 在 . 


我 们 的 解决 是 : 它 是 存在 的 . 
$2. 解 决 

考虑 方程 粗 
= X(Cxyyy 0) 王 XCx,y)cosb 一 YGxyy)sin0， 
5 (Pi) 
二 一 9(x，y， 0) = 这 (>*， y)sing0 十 Y(x,y)cos0， | 

其 中 

X(Cx， % 玉 过 GdXY， 
Y(xyy) 三 2x 一 1)(x 一 xo) 十 c 交 十 dxy 一 dy. | 《1 





* 作者 撰 此 女 访 向 1958 年 “| 一” 献礼， 
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我 们 证 明 , 适 当地 和 逃 取 xy 65 5 ce， dy 0, 则 方程 租 《Bo) 有 三 个 极限 环 坊 , 共 91 才 - 


位 蔷 . 
现 先 答 出 下 烈 
引 理 1 方 程 粗 | 

2 一 X(z 7)， 本 
起 - 【五 ) 
汪 7) 区 

此 地 右 侧 之 XCx*,y)，Y(x, y) 由 (1) 答 出 ,其 中 参数 xu, ay 5 c;d 满足 下 列 条 件 和 

和 0 << 0， 。 
2e。 ap 一 0， 


3”。 天 一 4pcx<0， 
则 在 有 限 平 面 上 ,，(E) 有 且 仅 有 两 个 奇 点 ， 其 指数 雪 为 +1 
证 : 显然 方程 组 以 
(1，0)， (xo, 0) 
为 奇 点 。 由 和 条件 3”， 





cY 十 dy 十 2 关 0， ， 和 (2)》 
从 而 , 除 此 二 点 以 外 ,() 无 其 它 奇 点 ， 由 条 件 1"，x < 0， 期 按 [3] 中 第 IV 章 定 理 VY 可 。 
知 , 些 二 奇 点 的 指数 相同 . 
现 作 变换 
2 区 (3) 
为 -全 9 
则 方程 组 ( 瑟 ) 化 为 
2 一 Gyl 十 aYiyil， 
Ct 
一 一 一 001 一 xo)8i 十 28 十 dxiys 十 cyi， 
其 特征 方程 为 
和 一 5 克 十 Ai 一 0， (和 
此 地 
Ga 一 0% 
| 0， (5) 
人 1 一 - | 


1&1 一 2)， 0 
现 由 条 件 1" 及 2? 知 人 > 0, 从 而 方程 各 (FE)i 以 (xb 六 ) 一 (0，0) 为 中 心 或 焦点 ,部 蓉 

指数 为 十 1， 引 理 1 证 毕 . 有 

引 理 2 珊 xo ap c Z 蓟 足 引 理 1 中 之 条 件 ,此 外 还 湛 是 站 

1 人 到 

让 
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则 存在 加 > 0, 使 当 12| 天 力 时 ;方程 组 (BEe) 相 Poimcaurt 球面 赤道 上 恰 有 二 奇 点 , 且 均 为 
较 点 。 双 以 此 二 较 点 为 端点 之 赤道 上 的 两 大 园 噬 为 轨 和 钱 . 
证 : 首先 考虑 方程 组 (B) .这 方程 组 在 赤道 上 的 奇 点 由 
xy 一 yX, 一 0 
决定 ,此 地 
X2 一 GUY， | 
， Y2: 一. 2 十 dxy 十 cy. 
郎 奇 点 在 * = iy 上 ,而 A《 满 足 方程 
Zf 十 4 十 (ec 一 4 关 王 0. 《7) 
由 条 件 4", 方程 (7) 除 和 = 0 外 , 无 其 它 实 根 ， 从 而 得 知 方 程 钥 (ZE) 在 赤道 上 仅 有 二 奇 
点 。 


《6) 


现 方 程 组 (Eo) 之 在 赤道 上 的 奇 点 由 
x 芭 :一 y3 一 0 
决定 ,此 地 
宫 二 Xa2cosb 一 Yasinb 一 axycos0 一 (bx 十 dxy 十 cy)sin0， | (8) 
忆 ， 和 X2zsing 十 Yazcosl 一 dxysin0 十 (px 一 dxy 十 c 只 )cosD， 
由 是 , 奇 点 在 * = iy 上 , 和 & 需 满 中 方程式 
0;,R) 三 4 了 十 B 十 CR 十 万 一 0， 1 
此 地 本 
4 一 bcos0， 了 8 一 asin0 十 psing0g 十 dcos0， 
| (10) 


C 三 dsinb 十 ccos0 一 acos0， 也 =csin0. 
现 考察 方程 (9) 之 实 根 制 定式 
9(0) = 184BCD 一 4B2D 十 BC 一 44C3 一 2742D? 
当 8 一 0 时 ,方程 (9) 化 为 方程 (7) ,而 方程 (7) 仅 有 一 个 实 根 , 故 知 


9(0) < 0. 
而 9(0) 为 0 之 连续 夯 数 , 故 有 思 > 0: 使 当 
19|<< 轧 
时 ,有 
?340) < 0. 


从 而 ,对 15| < 丸 ,方程 (9) 亦 仅 有 一 个 实 根 。 于 是 ,方程 组 (ZEo) 在 赤道 上 仅 有 二 奇 点 . 
以 wx 表 方程 (9) 的 唯一 的 实 根 . 注意 当 引 < 取 时 ，4(6) = gcosb 寺 0， 从 而 对 
要 四 
lel|<min( 5 ,让 


2% 寺 op. (11) 
研究 赤道 上 的 情 驳 . 
考察 ( 套 关 [4] 之 第 142 页 ) 方 程 


# 
帮 
@ 
入 
和 
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dr dy dz 
多 》 和 | 一 0， 
P OO 0 
此 地 
P 一 XCx, ys)cosb 一 YCxy ys)sinb， 
O 一 XCxyyzs)sing 十 Y(xyyyz)cos0， 
而 


XCx， 》y， z) 一 GYY， 


Y(x， yy zx) 一 5 一 Yo 一 了 十 xos2) 十 c 只 十 zxy 一 dyz， 
由 (11); ea 头 o , 故 为 研究 赤道 上 之 奇 点 ,可 合 y = 1。 于 是 ,方程 C12) 化 为 


一 3s0O(x, 1,z)ax 十 Rsy lw)da 一 0. 


或 引入 套数 r， 
全 一 RCZ， 1 29， 
宇 一 2D(x， 1 z)， 
此 地 


尺 一 wxO(x,1,z) 一 P(x,1l,z) 王 csin0 十 ax 十 万 z3 十 而 x2 十 
十 Bixs 十 Co 十 有 xs 十 Tix2z 十 (pxocosO)xs ， 
20 一 ad 十 2 十 dx 十 Bzxzz 十 Co 十 了 十 Tx2z 十 
十 (一 bcosb 一 procosD)xws 十 (ZoosD)s3 
驹 


而 其 中 

qi 一 ccosb 一 aecosb 一 dsin0， la 一 0; 

一 dsin0， 2 一 ccos0; 
4 人 一 (十 D)sin0 十 dcosD0， 4 一 0; 
Bi 三 一 dcos0 一 821 十 xo)sin0， B, 一 dcos0 二 asin0; 
Cl 一 x%0sin0， ，C2 一 一 dcos0; 
嫩 ; 一 bcos0， 妃 : 一 0; 
7 一 一 CL 十 xo)cos0， 7 一 cos0: 








4 


〈12) 


《13) 


《14) 


415) 


〈16) 


现 因 方程 (Be) 在 赤道 上 之 闸 点 在 * = ay 上 ; 故 化 为 方程 组 (14) 之 后 ,此 奇 点 之 坐标 


应 为 (x, zx) 一 〈0， 0). 


做 变换 
0 放生 全 on 21 一 2， 
虽 方 程 组 (14) 化 为 
< = RGxl 十 ay 1 zi)， 
CT 
dxi _ 


富 siO(Cxi 十 xj,1; xl)。 


〈17) 


《18) 
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此 地 由 直接 计算 可 知 
RGCxri 十 2 151) 一 (si 一 24ia 十 3DEio2)xl 十 
十 (太一 Bia 十 而 o3)ai 十 (二 砍 以 上 之 项 )， 
xsIO(Cxi 十 cs1;xi) 一 (aa 一 2420 十 3B2o2)xi 十 
十 (到 一 B2 十 Tio2)sl 十 (二 次 以 上 之 项 )， 
其 中 之 oj 2 到 二 1, 2)， 由 (16) 答 出 . 
作 方 程 (18 ) 之 右 方 线性 项 系数 之 行列 式 
PCB， 庆 _ | 二 一 24iu 十 3Hioe， 2 一 Ba 二 Te 
pm 一 224dx 十 3H2， 2 一 Ba 十 To2| 
=3(0BT 一 TD)at 十 (3BD 一 3BB; 十 204 一 272di)a3 十 
十 (382 一 352 十 240B; 一 242B 十 Tai 一 Tiez)o2 十 





十 (2425 一 24 十 Ba 一 Bei)o 十 ap 一 CD (19) 
则 由 条 件 5” 可 知 
P(0, 0) = ai(0)2(0) 一 aa(0)2(0) = (ce 一 ac 关 0. 303 
现 由 (9) 及 (7 ) 知 | 
/(0, 0) = 0， (21) 


郎 帮 6,K) 三 0 与 方程 P(0,8&) 三 0 妆 6=0 时 没有 公 实 根 . 以 8S(9) 表 此 二 代数 方程 之 


Syivester 行列 式 , 则 
SC0) 夭 0. (22) 


549) 为 一 七 行 七 型 之 行 烈 式 , 其 元 素 为 以 xo, wa, bc, 4 作 系 数 的 cosb 及 sing 的 多 项 式 ， 
因而 对 0 连续 。 从 而 存在 罗 > 0, 使 当 |6|< 办 时 ， 

SC0) 寺 0. (23) 
这 就 是 丽 , 当 |9| 雪 罗 时 , 方程 (9) 与 方程 P(0, &) = 0 没有 公 实 根 。 衣 然 w 是 方程 (9) 前 
崔 一 的 实 根 , 于 是 行 烈 式 (19), 即 P(c, 9) 尖 0, 当 |0|< min (7 72) = 为 时。 从 而 可 得 
(ca, 0) 为 方程 组 (14) 之 初等 奇 点 . 

由 引 理 1, 有 限 平面 上 有 二 奇 点 ,指数 均 为 十 1, 现 又 知 赤 道上 仅 有 二 奇 点 , 故 在 全 部 
Poincare 球面 上 共有 天 个 奇 点 。 按 [3] 之 第 II 章 之 全 球面 上 奇 点 指数 的 结果 ,得 知 赤 道 
上 两 奇 点 指数 和 应 为 一 2, 于 是 (ac, 0) 之 指数 为 一 1， 即 为 一 鞍点 。 双 按 方程 组 (14) 可 
贞 :z = 0 所 满足 , 故 知 点 (wx, 0) 与 其 对 顶点 关 赤 道上 两 大 圆 纸 均 为 轨 线 。 引 理 2 证 毕 . 

现在 证 明 

定理 “ 套 数 xo, z, 5, cy,dL，0 适合 引 理 1 及 引 理 2 的 条 件 19, 2*, 3", 45, 5"， 此 
外 ,又 满足 下 列 条 件 : 


区 ( 公 ) cm 一 + 0 考生 0. 
72. 存在 轨 >0, 使 当 0<160| 兴 加 时 ,有 


X(C0,0,0).2>0 
sin0.[e 二 ax 一 1)].Z2<0. 





则 存在 一 个 正 数 7, 对 满足 
120|<7 





WE TI 


则 
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的 9, 方程 租 (Bo) 有 三 个 极限 环 , 具 $ 1 所 要 求 的 位 是 

证 : 内 方程 (Bo) 系 由 方程 粗 (了 ) 之 方向 场 旋转 一 角度 6 所 得 之 方向 场所 定义 的 广 
程 , 故 知 方 程 (Eo) 与 (E) 的 奇 点 与 奇 点 指数 均一 致 ， 于 是 由 引 理 1, 方程 粗 (Be) 之 有 限 
平面 土 之 奇 点 为 

(1; 0)，_ <*(xo 0) 
其 指数 均 为 十 1 

, 现 为 角 述 确定 起 见 , 不 妨 设 e > 0, 因 否则 以 r = 一 忆 则 化 为 如 此 的 情形 ， 于 是 由 引 

理 1 之 条 件 2?,85 < 0， 

按 定理 之 条 件 6 及 引 理 1 引 理 2 之 五 项 条 件 ,， 可 得 知 (1, 0) 不 为 方程 组 〈) 之 中 
LI。 于 是 (1, 0) 必 为 一 弱 焦 点 ,不 妨 假 屋 其 焦点 量 几 为 正 。[ 焦 点 县 为 负 的 情形 可 以 完 


全 作 类 似 的 庄 论 .] 从 而 存在 围绕 (1, 0) 之 于 曲线 如 xy) = 5 使 











(二 XCz yw) 二 证 。 7)) | 2 (24) 
部 间 (zx, y) 三 5 为 一 无 切 环 。 现 hx y) = 上 为 开 集 , 故 
0 
min( 示 X 十 5 >)| 冤 二 (25 ) 
从 而 当 10|< 5， 一 | 三 一 cos 一 ! 77 | 时 ,有 
(号 XCx， 》， 0) 十 亚 JJ(x， 》)》 0))| > 0， (26) 
-其 中 关 , 9 为 方程 组 (CEe) 右 方 之 夯 数 . 5 入 = s 亦 为 方程 组 (CEo) 之 无 切 环 , 
研究 奇 点 (1, 0), 作 变换 ， 
”和 一 % 一 1 
! 
_ 则 方程 组 (Eo) 变 为 区 
2 = [ax 一 1)sin0]jx 十 [ecos09]y 十 (zy 的 二 次 球 2) | 
《22) 
2 一 [一 bx 一 1)cos0ljx 十 [esinbly 十 (zy 的 二 藉 项 ) .| 
由 直接 计算 ,可 知 当 一 四 = max( 二 三 ,一 mi; 一 ， 一  ) < 9 <。 时 ,由 4 < 0 之 候 


定 可 得 
证 X(0,0;,0) 王 一 pyosing > 0， (28) 
从 而 由 条 件 7 之 前 一 不 等 式 ,' 有 
zy>0. (29) 
而 从 后 一 不 等 式 , 有 
5 一 sin0. [ee 十 (ao 一 1)] < 0， 
从 而 方程 组 (27) 以 (xy 和 mi) =〈0。0), 亦 请 方程 组 (Bo) 以 (1, 0) 为 稳定 焦点 
由 这 个 结果 和 前 面 的 (26) ， 按 Poincar6-Bendixson 定理 ;， 可 知 在 办 三 ,# 的 补 集 的 有 

界 分 量 内 ,方程 组 (Bo) 有 一 个 极限 环绕 , 当 i9| < 因 时 ， 现 以 妨 表 此 极限 环 入 ， 




















-62 数 学 学 报 9 纵 





现 飞 由 直接 计算 可 知 , 对 方程 组 (FEo) 
祥 | 二 常数 大 oo. (30) 


dw jz=9 
故 # 一 0 为 方程 棚 (Bo) 之 无 切 弧 。 按 (28), 以 * = 0 上任 一 点 为 初始 值 出 发 之 雪线 , 当 
z 增加 时 , 进 太 右 牛 平面 。 从 引 理 2, 当 | 引 << 大 时 ,赤道 上 之 奇 点 S 为 园 点 , 故此 等 加 和 线 
中 至 少 有 一 条 , 慨 为 Y, 不 能 以 3S 为 9 极限 集 ， 又 及 为 不 稳定 之 极限 环线 , 且 右 牢 平面 上 
除 五 内 有 一 奇 点 (1, 0) 之 让; 没有 其 旋 的 奇 点 , 于 是 y 必 以 一 稳定 极限 环 缕 为 其 2 极限 
集 。 以 妃 表 此 稳定 极限 环线 . 


同 理 , 有 从 * = 0 上 出 发 之 轨 和 线 Y 当 : 减 小 时 进入 左 牢 平面 之 后 不 能 以 S 之 对 顶点 ， 


$S 为 & 极 限 集 ， 现 发 明 , Y 亦 不 能 以 (xo, 0) 为 极限 集 . 


做 变换 
3 
0 
1 则 方程 组 (Ee) 化 为 
人 =-= [一 pxo 一 1)sinbjxi 十 [axocosb 一 (dx 一 d)sin0]w 十 


-十 (x， ?》 的 二 次 项 )， 
1 - z&(Cxo 一 1)cos0 十 [aoxosin0 十 (dx 一 d)cos0]y 十 


”dt 
(xy》 的 二 次 项 )， 
则 其 特征 方程 一 次 等 之 系数 为 
Tb) 一 一 5Cxo 一 1)singb 十 axosin D 十 dxo 一 1)cosb; 


《31) 





故 

5G(C0) 一 dxo 一 
于 是 按 xo 忆 0 及 (29), 5(0) < 0. 现 5(b6) 为 0 之 连续 画 数 于 是 有 7 思 > 0, 当 |6j 志 刀 时 ， 
5(0) < 0. 即 方程 粗 (31) 以 (xi, yD = (0, 0), 亦 序 方 程 组 (Bo) 以 (*, y) = (xo, 0) 为 稳 : 
定 焦 点 或 结 点 。 从 而 Y 不 以 (xo, 0) 为 x 极限 点 。 


于 是 , 当 0<101< 7 = min 人 ,es 时 ,YY 之 & 极限 集 必 为 一 不 稳定 极限 环 生 , 屋 


以 Le 表 之 . 
由 以 上 所 述 显然 
石和 有 下头 克 一 “用 放 二 4. 本 
双 以 上 的 钱 述 中 ,每 当 得 到 Le 4 = 1，2,， 3) 的 存在 的 结 葵 时 ,唯一 性 必然 是 满 是 的 ,因为 
否则 方程 CEo) 的 极限 环线 数目 将 超过 3, 与 [lerpoBcKI 首 及 JIaHznBc 的 结果 将 不 一 致 . 


定理 诈 毕 . 
“ 泛 意 在 定理 的 证 明 及 车 花 中 ， 我 们 仅 限 于 0 之 值 甚 小 时 的 情形 。 事实 上 定理 的 
结 花 不 必 一 定 要 求 7 甚 小 ,因为 方程 组 〈Eo) -但 对 6 三 6 有 单 重 极限 环线 存在 , 则 对 
18 一 go| < 某 定数 之 6, 此 等 极限 环 稳 仍 不 消失 加. 
下 面 答 出 一 个 具体 的 方程 作为 定理 的 例子 . 








Re 


mr 
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方程 粗 
竺 = [sy]eosb 一 | -十 (< 一 l1)(x 十 2) 十 于 六 二 二 ay 一 二 | sn8 

《32) 
备 =| -二 (一 1)(Cx 十 2) 十 二 沁 十 工 oy 一 二 ?| cos8+ [xyv] sinb 


在 有 限 平 面 上 有 二 奇 点 ,(1, 0) 及 (一 2,0). 当 一 7<0<0 时 国 横 (1, 0) 有 两 个 极限 
以 方程 粗 (32) 与 (ZEe) 比较 知 


1 1 1 
多 汪 一 2 02 We 所， 人 0 << 0， 


显然 定理 中 之 七 项 条 件 均 可 以 满足 , 故 以 上 之 断言 成 立 . 
定理 证 明 中 出 现 之 无 切 环 四 x，y) = ,是 可 以 具体 算出 的 , 对 方程 组 (32) ,可 取 


九 王 轧 十 加 二 为 


其 中 
户 一 x 十 Y， 
3 10 3 2 2 3 
一 一 一 23 一 十 二 
为 0 9 7 
人 2 2 22 1 本 
8 一 一 十 二 一 :一 ef 
js 
直接 计算 和 输出 
1 
号 Xe 人 + 号 Ye 人 一 页 信 二 二 Ge 9， 
此 地 
入 一 2Xy， 
和 1 1 
一 一 -(x* 一 1)Gx 十 2) 士 二 多 十 一 2%y 一 二 
( )(x ) 做 涪 了 了 3?。 


GXx，?y) 为 xy 的 五 灵 以 上 之 项 ， 按 [2] 中 对 画 数 (2.1) 之 处 理 所 用 之 方法 可 以 具体 定 
出 s 的 数值 ,使 


(把 十 Fe 有 > 0， 


其 中 关 , 罗 为 方程 组 (32) 之 右 方 的 画 数 。 
对 (32) 具 体 算 出 一 个 定数 了 砷 不 困难 ,但 十 分 烦 复 。 而 且 由 于 以 上 之 定理 局面 的 ` 注 
意 ”" 中 所 谈 的 情况 ,我 们 不 能 算出 最 好 的 7 来 ,所 以 便 不 在 此 计算 了 . 


$ 3，“ 关 于 一 个 位 置 的 补充 


在 [2j 中 ,我们 举 出 了 方程 组 








or 3 eyes AS -py 多 

















和 三 一 一 - 2 cos10 一 十 sin 10-2) 一 (二 celom 十 工 ,in 10-?) Y2 十 
人 十 2 
十 ( cos10 一 十 2 sin 10-2)y 十 G cos10 2 一 sin 10-) 久 2， 
汪汪 作 人 -和 
*。， -二 一 二 (cos10-2 一 sin 10-2) 十 (二 ce 10 一 一 二 sin 10r>】 xz? 十 
dt 2 2 4 
十 | 一 2cos10-2” 十 村 si 10-2jay 十 (sa 10-” 十 二 sin 10-?】 妇 ， 





来 怕 明 , 形 如 ( 瑟 ) 之 方程 可 以 有 两 个 极限 环 L! , Z ,其 位 置 如 
五 位 一 0. 

这 个 方程 租 [ Bx] 有 一 个 特殊 性 质 , 序 其 方向 场 是 以 原 点 为 对 称 的 . 

现 间 ,如 果 形 如 (已 ) 的 方程 不 具有 这 个 特殊 性 质 ,是 圭 仍 可 以 有 两 个 极限 环 具 如 此 之 
位 置 

对 此 ,我 们 的 回答 是 肯定 的 . 

事实 上 ,与 $ 2 中 之 讨 草 类 似 , 而 且 更 较 简 单 些 ,可 以 证 明 下 列 的 

定理 ”方程 组 


和 一 X(xy,yo0) 王 Xcos0 一 Ysinb 
/ 
(CEBz.) 
人 一 9(z7y, 0 一 Xsin0 十 了 cosb 

必 


其 中 
及 一 CNY 
YY 一 px 一 1J)(z 一 zxo) 十 c 史 十 dry 十 ey | (3) 
而 且 套 数 vxo, oa, 6, cd, e, 0, 满足 下 列 条 件 
1 wo < 天 六 
2”. ad <0 
32 已 二 <<0 
4". @ 一 48(c 一 a)<0 
“本 学 0 
6 (过 十 eax 十 ce) <0。 
72?、gsignb0 一 sion(zd 十 pc) 
则 存在 一 定数 7 > 0, 使 当 
191<<7， 
时 ,方程 租 ;(E) 有 两 个 极限 环 入 已 ,已 ,其 位 置 如 
五 在 厂 一 4. (34) 


让 ”显然 $ 2 中 之 两 个 引 理 仍然 对 方程 (Ex) 可 以 应 用 。 ( 因 4 = 一 。 与 否 并 不 影 
响 $ 2 中 之 引 理 的 证 明 . ) 
现 为 确定 起 兄 ,与 》 2 之 定理 证 明 类 似 , 可 以 设 e > 0, 于 是 2 < 0, 
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按 条 件 7”, 则 可 得 
siga 站 一 一 sign(Z 十 <)， (35) 
丰 楼 计算 可 得 ,对 方程 粗 ( 轧 .) 
和 | = 常数 地 oa 人 (36) 
QX lz=0 1 2 
sign < ) 2 sign (37) 
于 是 (由 (35) 及 (37 1) ) 
sign ( 委 ) 二 负 sign(d 二 e)。 (38) 
做 变换 
人 Xi 一 % 一 工 
的 一 才 
别 方 程 
到 一 XICxo y) 
(39) 
和 一 Y(xy 7 
变 为 es 
3 一 dyY1 十 axlyi 


(40) 
2 = 一 pb(1 一 x0)xi 十 (Z 十 e)y 十 2z2 十 Ciyi 十 cy 
9 


于 是 可 知 方程 组 (39) 的 奇 点 (*, y) 王 (1, 0) 是 否 为 稳定 秽 sign (d 十 e) 是 否 为 负 而 决 
定 ， 时 
完全 类 似 , 可 证 得 方程 租 (39) 的 奇 点 (*o, 0) 是 否 稳定 入 sign (dx 十 e) 是 否 为 负 而 ， 
决定 . 
现 对 方程 组 CE )， 决 定 奇 点 (1, 0), (yo, 1) 是 否 稳定 的 量 是 .0 的 连续 画 数 ， 届 分 别 ， 
以 ai(6) 及 5x(6) 表 之 , 则 有 
(0) 二 ZL 十 < 
0(0) 一 dxo 十 e 
而 Z 上 十 e 和 尖 0,dx 十 e 关 0; 故 存在 7 > 0, 使 当 |9|<7 时 ， 


0(0) 夫 0， (0) 夭 0， 《41) 
序 
sign Ili(O) 一 sign(d 十 e) | C42) 
sign of0) 一 signkdxi 十 e) 
则 按 条 件 6", 当 10|<7 时， 
0i(0) azCO) < 0. 《43) 


温 
现 按 (36), x* = 0 为 方程 组 ( 瑟 :) 的 无 切 绝 , 双 依 $2 之 引 理 2, 赤道 上 仅 有 两 古奇 上 
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且 均 为 鞍点 , 故 从 * = 0 上 出 发 之 轨 线 中 至 少 有 一 条 , 屋 以 yY 表 之 , 当 和 依 一 sign 6 方 问 
延续 而 进 不 右 守 平面 之 后 ,不 能 以 赤道 上 之 奇 点 为 极限 点 。 赤 道 为 轨 ; 故 y 亦 不 能 穿 过 而 
进 太 另 一 个 球 . 又 按 (38) 及 (42), 7Y 亦 不 能 以 奇 点 (1, 07) 为 极限 点 。 从 而 在 右 守 平 而 上 ， 
必 有 一 极限 环线 存在 ,以 局 表 之 . 

同样 道理 ， 有 专线 Y 从 * = 0 上 出 发 , 当 : 依 sign b 之 方向 延续 时 , 按 (43)， 不 能 以 
(so 0) 为 极限 点 ,于 是 Y 以 一 极限 环 入 已 为 极限 集 。 二 在 左 守 平 面 内 , 故 (34) 成 立 . 

由 (38),(42),(43) ,方程 租 ( 肪 ) 在 左右 两 个 平面 各 有 奇数 个 极限 环线 。 从 而 方程 组 

(〈B) 仅 有 此 二 极限 环线 , 因 否 则 极限 环线 数目 将 多 于 3 个 ,这 不 可 能 。 定 理 证 毕 . 
作为 这 个 定理 的 具体 例子 , 仅 把 方程 租 (32) 中 的 右 喘 略 加 修改 朗 可 .例如 ,方程 组 





本 Ge 二 DGe 十 2) 十 本 兄 二 >oy 十 二 下 问 
< (4+4) 
和 =| 开 一 一 和 一 C YY San 
所 | 1 一 TDGC+2 二 工 二 入 十 十 罗 十 4 y | | | 
在 10 "<0<<0 时 ,围绕 奇 点 (1, 0) 及 (一 2, 0) 各 有 一 个 唯一 的 极限 环线 . 
表 $ 1 中 方程 组 (BE2) 有 两 个 指数 为 十 1 的 奇 点 为 (cj， 有 B))， 1 0 1， 4 则 作 变 换 
5 
人 (1 人 1， 2) 
党 二 ?一 房 ， 
后 ,方程 组 (BE2) 化 为 如 下 形式 
xi = C 拓 Ni y 
到 < G =1,2) ( 尺 ) 
-= 33 2 好 
dt 1<i+K<2 
其 中 
: dfo 0 | 
Ar=| 2 玉 > 0. (G =1， 2) 
现 车 j 一 硬 十 大 一 0) 则 称奇 点 〈o， 有 ) 为 临界 中 心 ， 显 然 临界 中 心 或 为 中 心 或 
为 邓 焦 点 . 
我 何 可 以 证 明 : 若 方程 租 有 两 个 奇 点 均 为 临界 中 心 , 则 在 此 二 奇 点 附近 不 存在 三 个 极 
限 环 线 且 有 $ 1 中 所 渡 之 位 蔷 。 
事实 上 ,我 们 有 下 列 的 


定理 : 避 方 程 粗 (有 2) 有 了 两 个 不 同 的 奇 点 〈w， 有)，j = 1, 2 均 为 临界 中 心 。 旭 存在 
一 个 正 数 思 ,及 正 数 8, 使 对 所 有 的 以 (w ,8B)) ,ji = 1, 2 为 奇 点 的 形 如 


Le 一 Z (aik 十 JakDxi yt 

dt 0<i 大 <2 2 (0 
妈 27/ 
天 一 > (pk 十 kxzy 

dz 0<i+K<2 


天 


的 方程 粗 , 当 
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Mk|<7， ukj<7 (0O<i+k 和 2) 
时 ,在 (oj, Bi)),7 三 1, 2;: 的 5 邻近 不 出 现 三 个 极限 环 入 具 $1 中 所 述 之 位 置 . 
证 : 不 失 一 般 性 ， 可 假定 方程 粗 〈B: ) 之 二 不 同 之 奇 点 为 (oj 8 = (ay B) 而 
(oa 及) 二 (0，0). 
因 (0, 0) 为 临界 中 心 , 故 方 程 粗 (Ba), j 一 2， 可 轻 一 个 (*, y) 的 非 奇 异 和 线性 变换 化 
为 下 形 


这 一 一》 十 Mrz 一 0 十 (2 十 ja)zy 十 7 二 PC 人 力 
(E? ) 
宅 一 Y 十 jy 十 jar 二 (20 十 X)xy 一 2 一 Q(xy y) 
现 又 作 粮 性 变换 
次 二 YY 一 以 
7 二 一 月 
则 经 计算 ,可 知 方程 组 (Ea ) 双 可 化 为 
dxl _ 一 [一 20:x 十 (212 十 05)B]x 十 [一 1-a(21 十 15) 十 2B]] 六 十 RiCx， y) 
(FE ) 


2 = [1 十 212x 十 (2 十 N4)B]xi 十 [十 (21 十 )4)a 一 2B1] 阅 十 RaCxiy yi) 


其 中 右 方 之 Ri 及 尽 为 xi 力 的 二 砍 齐 砍 多 项 式 . 

现 慨 定理 不 成 立 , 则 对 任何 正 数 ]7, 有 )ak /ak 0 和 ii 十 不 委 2, 使 方程 组 (Ba) 有 三 
极限 环 缔 ,其 位 蔷 或 为 奇 点 (0, 0) 附近 出 现 两 个 ,而 奇 点 (x, 8) 附近 出 现 一 个 ;或 为 奇 点 
(0;,0) 附 近 出 现 一 个 ,而 (ax, 有 ) 附近 出 现 两 个 。 按 BayyHH ([8] $ 1 中 ) 之 定义 ,这 就 是 避 ， 
方程 组 (Ex ) 做 为 其 右 侧 多 项 式 之 系数 空间 本 "之 一 点 ,CE ) 对 如 "之 环 量 世 (UKgzmqHocTP) 


为 2 而 (本 ") 对 其 右 侧 多 项 式 之 系数 空间 型 之 环 量 工 = 1; 或 者 ( 瑟 ) 对 型 之 环 量 
了 工 =1, 而 (BE ) 对 型 之 环 量 工 = 2. 不 失 一 般 性 , 仅 需 讨论 前 者 之 情形 朗 可 。 


现 惟 (Ex ) 对 空间 型 之 环 量 芋 = 2。 则 依 [8] 之 结果 , 必 有 
二 人 二 0 7 九 于 0; 4 于 10. > (45) 

现 若 (HE ) 对 本 之 了 > 鸣 则 必 有 

5 一 2N 十 Ma 十 058 王 0， 
此 地 < 为 (及 ") 之 特征 方程 中 一 次 项 的 系数 .于 是 按 (45), a 一 ja = 0， 郎 wa 一 -0. 双方 
程 组 (Ex: ) 以 (c,， B) 为 奇 点 , 现 a 一 0, 则 有 

2(0, 8) = 一 /8 =0. 
从 而 2=0 或 8=0。 又 按 (45), 则 必 为 B = 0. 邹 二 奇 点 (ax, B)，(0, 0) 重合 , 这 与 定 
理 的 假定 矛盾 、 定 理 证 上 毕 . 
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IIOJIOXKEHHSA HPETEJIPHBIX IIHKJIOB CHCTEMEI 
TIIGGRPEHIIITAJIEBHEBIX YPABHEHIHI 


区 一 > Ci 人 4 

dz 0 < 十 k 芍 2 过 
了 (CE2:) 
2 一 2 2 和 4 

dt 0<i+K<2 


TyYHr UnH-qy 
(12zyittiie of Matpec1jatcr，4ceecniiz S 访 iee) 
PFaosroME 


9Ta CTaTP8 9BJIReTC8 UpozaonOXKeHHSM [2]. . 

OUosHadHM 记 5 IDeeJIbpHB 首 IIBKJI CHCT6EMPI 〔 刀 ) Hepesz 世 ;， 了 OFpanBnqeHHbI 这 
KONIIOHEHT  W3 KOIIJIHMEHTOB Li depea 7 (一 1 2 3 TITR oTFOocFTeI 呈 HOTrO 
IIOTIOXKeHH9 
五 和 五 夫 0; 科 五 一 0， 《Py 
MPI 抽 OKa2KeM CJIleIyIOIUYIO 

TeopeMy “TiycTb ITecTP IapaMeTepoB ab,cydyxo, 0 B npaBgo 痢 dacTH ypaBHeHH 放 


笃 一 ayycos0 一 [6 一 1)(x 一 xo) 十 c 史 十 dxy 一 dr]sin 9 | 


们 = aysin0 十 [bx 一 1)Gx 一 x%o) 十 c 十 dry 一 dy ce 


BbinorHrtOT 
1"。 xs < 刀 0; 
22?. 6 <0; 
3 必 一 45cxo <0; 
4"， 尾 一 458(0c 一 4a) <0; 
上 


” [ 此 Ja 一 六 十 z 庆 0 4 尖 0; 


72. 8 > 0， 
82"?，、 0[c 十 ax 一 1)].Z 志 0; 
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要 


TO_ cyIUIecTByIOT IIOCTORHHa0 7 0 TaK，9qTO nu 10| 王 7 (FEo) mnMeeT TDH DpemeIlpHBIX 
HBHKJIa，KOTOPPIe HMeIOT IIOJIOXKeHHe (P)， 

TaKkHM 00pa30M，iBce OcyIHeCITBJIWeMDIe TiIOJIOXKEHHJ JJI9IOTC 富 Da3CMOTPeHHbIMH. 

Kpowe 3Troro，B 3To 首 cTaTbH MBI VyKaDKeM: “ 贡 JIW CHCTeMbI， HMelotle 首 ”MBa 
npexeJIbHPIX IIHKJIa， ycCJIOBHJ CHMMETPHJqHOCTHB BeKTOpHOTO DOTR CHCTeMPI， KaK B 
CHCTeMe (FE ) B [2]，He HYy 冰 HO mo OCyIIHeCTBJICEHHR IIOTIOXKeHHR ， 

2 fmnTz 一 0. 

条 akKoOHeL，zJIQ DOJIOKeHHH (了 )，CcTaTPJ3 H YCTaHOBHT 

TeopeMy IIycTbP (五 )) HMeeT 上 Be pa3JIHJdHPIE 0OCcOoObIle TOqKB (ou Bi)、 ii 一 1，2; 
KOTOPPbIe ”9BJIgIOTCJ _KPHTHqeCKHMH IleHTpaNMH，TO cyIIGCTBYIOT TOCTONRNHEBIE 力 福 0 甘 
5 > 10 TaK，qT0 muIg BCex CBCTEM BHBTa 








d; f 
一 一 人 (etk 十 7wiyk， 
dt 和 <Y 二 R< 2 

玫 一 ” 记 ( 姑 再 记 D4 欠 ， 
dt 0< 守 +kc3 


rae |Xik| 亡 刀 日 | He <7 BBIIIOTHJIOT YyCJIOBHI，9TO (osy 有 Bi)， 一 1,2，0cTa6TCJ 起 


人 


OCOOPIM 巧 TOJRaMH，ToIIO 及 eHHH He 'OCyYINeTBJIReTCR B 0-ORKPecTHOCTH 33HX TOJeK. 








| 
| 


rmi 
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阵 的 模 数 最 大 的 特征 根 的 幅 角 
ao 


(交通 大 学 ) 


丽 有 元 素 为 实数 或 复数 的 方 障 4 = | mi 民 。 多 项 式 |4 一 妇 | 叫 做 4 的 特征 多 项 式 ， 
这 里 至 为 么 阵 ,》 为 未 知 量 ,这 个 多 项 式 的 根 吓 做 4 的 特征 根 . 

现在 采用 下 面 的 一 些 刀 号. 

我 们 用 4 表 4 的 共 才 转 芙 阵 ; 对 于 任意 正 整数 及, 合 涉 王 |c 和 党 肥 ， 并 分 








区 十 将 4 . 生 四 和 
三 站 瑟 六 > 肥 ， 一 一 一 一 | C 冬 ) | ? 
一 4 
以 及 3 1 
= 
fo 了 ia 


Farnellla 和 GautschiPl 会 证 明 : 苦 为 阵 4 的 具有 最 - 大 模 数 的 特征 根 ， 则 w 的 模 数 
为 数 烈 {at” } 的 极限 ,部 
lo| = Himak”. 〈D) 


和 足 一 cc 


关于 某 些 特别 阵 ，o。 的 幅 角 是 可 以 确定 的 ; -例如 Perros 人 营 指出 : 车 4=|| ci 用 为 正 阵 
( 色 dij 三 0) , 则 oo 为 一 正 实 数 , 妆 argw 一 091. 
本 文 的 目的 在 于 对 于 任意 阵 4 来 讨论 。 的 幅 角 问题 。 我 们 有 下 面 的 定理 . 


定理 发 w 为 阵 4 的 模 数 最 大 的 特征 根 ， 则 口 的 幅 角 arg 吃 必 为 士 少 和 士 少 的 形式 ， 








0 
la 1/2 1- 
| (5k+tict) CZkcktD) 
一 (6xH2k) 2 十 《cttHict) 
&k+ick) “一 《6 ck+l)22| (CEk+HICKD)D 十 CZkck+iD) 
在 | 。, 王 | 之 上 其 中 we = [esres 8 十 (bucktiJm 
(bakD) 十 Ceeract) | (2s2k DO es CckHackD) | 


道明 首先 ,发 人 二 Pie“( = 1 2 ， za) 为 阵 4 的 特征 根 , 则 对 于 任 一 个 奴 必 存 
在 一 个 么 性 阵 U，, 使 得 








、 Used4tU 一 了 ， (2) 
这 里 
人 0 0 多 0 | 
| 2。 本 
全 ta 加 
fml fa2 fa3 3 从 
于 是 


Us ts1 一 Ts， (3 ) 


攻 且 
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大 大 事 
(4 二 如- 工 


天 了 大 束 | 
or 人 ( 芭 上 ， )z= 了 2 
2; 28 








因此 ? 
今 ， pi cos2kO 十 2 汪 ， 
1 


1< <E< 帮 


人 pK Sin2 Ko 十 2 > 亏 |= cx。 (5) 


1<ji<ri< 2 


SEE 
| 
Sn> 
瑟 
Me 


(4) 


eq 
[本 








若 届 w@ 王 pei， 则 
pk cos 8O 三 办 
pit sin28b 硅 cx 


NS [全 下肢 人 了 (9) 
由 于 px 三 么 十 ck 一 ak 故 可 作 下 面 的 规定 : 


= pk me 
当 ,， cosk=0 时 ， 二 0 


]7/2K UK 
) we 


这 样 就 推 得 








当 sin kb 王 0 时 , (人 1 
其 次 ,证 明 不 等 式 


| 5 全 有 三 dl， - (7) 
其 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 





吧 旭 一 全 ， ， 


天 


事实 上 ， 当 cos 和 一 0( 或 sinkb = 0) 时 ,由 于 mi 三 扩 十 ct 得 到 


cu 三 alt( 匠 肌 2 三 ol) 
故 根据 规 堂 ,显然 (7) 成 立 ， 双 当 cosi8 尖 0，sin 0 时 ,假若 (7) 不 成 立 ,就 套 轩 现 
ZK 下 > 可 





由 此 导出 如 十 ck > exk 的 矛盾 , 故 (7) 成 立 . 
次 下 








mi 人 56) (二 二 | =) 


倘若 (7) 中 等 号 成 立 , 就 有 





和 三 骊 :。 
C 
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将 雄一 wxk 一 cx 代入 ,得 出 


Ge 
G-G 


所 以 (8) 成 立 . 反之 , 当 (8) 成 立时 ， 则 有 


齐 


因此 














px 一 人 二 GK 
- cos KRO sin2k0 
因而 
人 
(3 (二 要 
， ”所 以 (7) 中 等 号 成 立 . 


最 后 ,对 于 充分 大 的 有 & 而 言 , 由 (6) 人 7) 与 (1) 推 知 


|( -全 (ce = 
Ra [局 7 2 和 烛 





因而 推 知 
有 
人 ， 人 or 
故 由 (8) 知 道 
: -4 
to 0 一 


合 吕 录 ~ (人 或 一 人 名 “时 ,就 有 
的 
12 1/2 1/21 。 
1+ (2 (到 中 few 全 站 省 
所 以 定理 成 立 ， 


我 们 注意 ,定理 还 可 以 腔 用 下 面 的 几何 方法 来 让 明 . 
对 于 某 一 固定 的 正 整 数 & 而 言 , 我 们 知道 复 平 面 上 








弛 由 一 t[( 十 0 一 砂 ] = 








贺 cx: 
p = se 
曲 黎 Tu: 有 Vs 
co 
(0 择 几 < 2r) 





IV 





% 特别 当 sin k8 = 0 时 ,是 根据 规定 得 出 的 ; 双 当 cos A9 一 0 时 ,此 处 应 有 (全 人 ( 下 ) au， 


COS2 KRO 


朗 近 下 侍 史 乏 , 由 于 人 一 顺 十 ck 的 关系 ,得 到 妈 一 0，al 一 cs. 
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相交 点 的 幅 角 中 必定 满足 

吧 香 二 是 
又 知 曲 禾 Tx 除了 可 能 与 园 cx 的 租 妆 点 叹 罩 。 黄 全 所 有 的 点 都 车 在 图 < 的 内 部 ， 但 是 
{ct} 一 <c<， 而 < 是 以 原点 为 中 心 ， 玉 下 普 ) 的 统 随 数 |e| 为 个 答 的 加 ， 从 (6) 不 难 知 道 定 
理 成 立 . 


参 雪 误 本 


[ 1] Farncell，A、B。、Limits fior the fclia af walocs af 2 miris，Looer Ma Jones 52 (1945)，488 一 493 。 

F2 ] Weiner Gautschi，The asymptotic bcjhevioor ef peomecs of metmices Dokec Mat 上 20(1953)， 127 一 140 . 

[3] Wielandt，H.，Unzerlegbare macht megztwe mr xxz DZzizocirif 52 (1950)，642 一 648. 

4] Schur, 1，Uber diec charakteristisdhrn warzcldf mer Unenrccm Substitutior mit einer Anwendung auf 
diec Theorle dr Intcgrslglecdhuaangscn，Mazz az、 65 (IT509) 4658 一 了 0 


THE ARGUMENT OF THE MAXINMUN ABSOLUTITE VALUE 
OF CHAKEACIERISTIC ROOTS OF A MATRIX 


(Da 
(Ciiec-TzmEg Tray 


及 PETRSCT 


Let 4 一 ci be an arbicrary sqaanc matmr。an deaotecs 划 c maximum absolute valuec 


of characterisic Toots of th matrx amd mwrTi 





去 2 
了 = 和 dp, 生 土生 下 5 本， 生 一 全 下 入 下， 


3? 


四 


二 = 工 | 他 闫 一 工 la 记 = 一 工 !c 





(天 一 了 > 2:> 35---) 
It was proved by 王 arnejl and Genmtscin 证 
”本 - 一 下 mm 有 


下 一 


In the present paper we proyed that eather 


arg o 三 少 (mod 工 )> 
OF 六 
aTgc 三 一 (moda 开 )。 
where 
二 Emomc 生 吉 。 
衣 一 并 








ww 汪 [Cea 一 Bacei | (Cn 上 (ikcssD 叶 
(BiiBa) 2 于 《caiaco (se 一 (eeaacs| 


四 大 册 


人 A 
人 A 


二 
2 











ai 
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各 一 一 ER 一 -一 


障 的 特征 和 禄 的 限界 (ID 
天 六 


(交通 大 学 ) 


本 文 是 前 广 晤 的 篇 作 ,这 里 引用 的 记号 与 以 前 是 一 致 的 ,例如 
必 一 好 十 41 码 1 大 四) 为 实 或 复 了 别 4 三 | 站 ? 的 特征 根 ，4* 是 4 的 共 琶 转 甘 
阵 ， 


人 7 
尺 ; 一 人 [ezi|， 7T; 一 加 |eizz| ， 
了 1 了 = 二 1 








RT = maxfRiT?]， 尺 一 max{(Ri}， 了 一 max{tT;)j， 
rr 一 二 Ri R= 二 民 Ri， 二 7 
R = min(CR;}， 了 三 minft7T?)}， 4 一 max{ [ez|}; 
大 =1 as 加 必 ， 革 土 人 一 1 入 时 二 全 -= 信用 ， 
帮 2? 
G# 一 2 az 扩 |?， &k 一 浊 | 人 下， 、 |c 他 中， 
1 二 1 1 二 1 zj 
(天 一 1，2，3， …) 
以 及 
=- 去 三 dl | 一 oz 人) 
阵 的 特征 根 的 限界 上 ,第 三 个 重要 的 车 果 是 1909 年 Schur07 得 到 的 定理 
信人 | 大 mi (23) 
tm=1 有 
由 此 推 知 
| 硅 ai (24) 


这 一 推荐 在 Schur 的 花 广 里 没有 明确 的 伐 述 ， 直 到 1944 年 Farnellol 运用 其 他 的 方法 才 
指出 (24), 这 一 结果 有 时 确实 比 前 康 69 改 进 的 Barankin 定理 


MP 大 王 一 max( 全 ， RT 一 RT 和 RT 一 RT 下) 


坟 (天 一 尺 二 ec) 示 (元 一 了 十 0 








和 改进 的 Frobenius 定理 
| 三 min ( 玉 一 和 的 
十 2 








开 一 T 十 -c 5 


二 
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等 都 来 得 更 精确 . 
特别 当 阵 4 的 元 有 很 多 是 零 时 ,在 1937 年 Ledermanatl 届 了 4 中 每 列 至 少 有 : 个 堆 


元 , 第 ; 行 的 模 方 |oi|: = 占 ， 在 { 妈 ) 中 最 小 的 上 个 之 和 为 4， 就 有 


ji 一 1 
内 三 本 一 4 25) 


本 文 的 目的 是 讨论 关于 schur 定理 推 葵 的 改进 及 其 定理 的 推广 等 问 是， 
， 定理 9 (schur 定理 推论 的 改进 ) - 


内 1 友 o 一 max 4 4 - 王 (26) 
(人 
旋 明 坑 。 为 正 阵 了 三 站 P2 检 (2 三 |) 的 最 大 特征 根 , 对 应 于 w,、P 的 特征 向 量 
(xi1， xx*) 存 在 ， 是 X7 > 0 (1 全 了 全 z) 使 得 Bol.04 








xi; 三 Z， i 
1 1 


以 坟 分 别 乘 各 项 后 ,再 对 : 求 和 , 束 有 


w 之 好 一 之 机 rtj。 


























[区 zj 
从 拉 格 朗 日 恒等式 知道 
< mm Na TI 二 罗 52 
(三 wrm) =( 三 光 ( 三 可 -二 三 | 说 各 |. 
ij ij=1 ia1 2 iioke1 | XiX1 MACK 
这 样 得 习 ， 
用 2 旨 FF 
FS 如 Ps (二 中) 潮 
2 ijk=1 | Xi 和 2 = 
杂 | 一 2 
症 汪 王 要 y 万 坟 妃 元 : (二 中 二 
2 ij=1 Yi Yi i = 
本 min {x;)} 和 
本 光 (po 一 区 太一- | 。 
2z” ij max 《xi} 
在 前 文 罗 定理 ! 中 我 们 已 经 证 得 
min (zz} 2z 区 和 
EN 


因此 
| 人 兰 好 大 om 一 4 


( 冯 一 'R 十 oa 








*) 这 里 Ledermann 定理 的 钱 计 上 和 形式 上 与 原 女 稍 异 ， 








aspengpv4P Ac yt 


0 ua ages an 
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以 烈 代 替 行 时 , 双 有 类 似 的 辕 果 ,所 以 (26) 成 立 . 
[ 附 赴 ] -现在 欠 Schur 定理 的 推 葵 另 一 简短 的 证 明 . 
屋 zi 会 0: 伍 … :会 a。 为 Hermite 孟 442 的 特征 根 , 由 根 与 系数 的 关系 立 鹿 知道 
之 0 = 之 (二 ai ) 一 gl。 
1 1 1 一 1I 
Brownet9| 早已 ,指出 
本 | 车 ao 让 
所 以 (24) 显 然 成 立 . 
定理 10 ”(〈Schur 定理 的 推广 ) 


互 1 对 关 = maRbiy et) 十 (4 玉 )min(y cb)，0 一 1 振 p(4; 玉 ) 三 十 1 (27) 


1 一 1 


其 中 (iD p(4, 玉 ) = 1 的 充 要 条 件 为 44 是 模范 阵 ( 即 444kr 一 dxs4t); (ii) P(4 民 ) 三 
一 1 的 充 要 条 件 为 难 的 特征 根 人 至 为 实 根 或 者 全 为 纯 睦 根 ; (iii) pP(4, 民 ) 一 c，c 为 
[一 1, 1] 中 的 任 一 实数 的 充 要 条 件 为 4 是 Hermite 阵 或 者 反 Hermite 陈 。 

”以 上 结果 不 仅 对 正 整 数 & 是 成 立 的 ,对 于 负 整 数 而 言 , 只 要 4 为 满 秩 阵 时 定理 仍然 成 














区 
证 明 屋 避 = pete(1 码 ! 大 2) 为 障 4 的 特征 根 , 对 于 在 必 存 在 么 性 阵 乙 ， 使 得 
计 DAAUD 王政， (28) 
这 里 1 
M 00 .0 
ia Mk .0 
了 = 
1 toa 1 
在 (28) 取 共 二 和 转 填 ,就 有 
LU 4kAT1 一 TY (29 ) 


将 《28) 与 (29) 相 加 、 相 减 分 别 除 以 2、 2 之后， 更 清楚 地 看 出 二 (入 十 4 ) 与 


6 + Te)， 去 (4 一 dts) 与 元 (GT 一 税 ) 都 是 相似 阵 , 因 此 











汪 p 人 cos2K0 十 2 汪 旭 相 2 (30) 
ie1 1<j<i<a | 2 
SS 项 0 十 二 二 | 到 | 一 全 (31) 
1=1 1<j<i<a | 2 
双 将 (30) 与 (31) 相 加 、 相 沽 叉 有 
之 | 丸 二 之 = 下 十 cb (32) 
1=1 1<7<i< 
多 pcos 280 一 2 一 ck 《33) 


【=1 























Am 


2 期 耿 济 ; 阵 的 特征 和 炉 的 限界 (I) 177 





这 样 立 朗 从 (32) 与 (33) 得 出 


max(Zky ct) 一 min(Zky ct) 三- ZN| 芭 码头 十 cx 


1 =1 


所 以 (27) 成 立 . 
最 后 只 要 讨论 p(4， 1) 一 1， 扫 呈 C 的 充 要 条 件 就 够 了 . 
(GD) p(4;,1) =1 即 六 由 三 到 十 cl 一 al 时 的 充 要 条 件 为 4 是 模范 阵 ， 这 就 是 


?=1 


Tocplitz 忆 的 精 果 . 


(ii) p(4, 1) = 一 1! 邹 > | 旭 王 六 一 cl (或 c 一 0) 时 的 充 要 条 件 为 4 的 特征 根 


= 


全 为 实 根 (或 全 为 纯 错 根 ). 


事实 上 ， 当 4 的 特征 根 公 为 实 扶 时 ， 从 〈33) 知道 > | 人 | = 页 一 cj; 反之 ， 当 


= 


之 | 三 页 一 cr 时 双 有 
1=1 
> pisin6= 工 [二 Pi 一 Y pi cos 2b|=- 


=1 =1 711 


所 以 4 的 特征 根 全 为 实 根 . 
相似 地 证 得 >，| 外 = ca 一 六 的 充 要 条 件 ， 
1!=1 


(iii) 至 于 p(d, H =c 时 的 辕 论 是 显然 的 . 
由 于 ax = bf 十 cc， 从 定理 10 得 到 下 列 推荐 


1 


三 秦 (34) 


Farnellt2 和 Gautschit 便 指出 当 和 趋 大 时 ,(34) 的 右边 就 趋 于 阵 4 特征 根 的 模 数 最 


大 者 . (34) 的 几何 意义 就 是 设 : 阵 4 的 一 切 特征 根 都 藩 在 以 原点 为 中 心 , 以 咪 为 牢 径 的 
圆 内 或 贺 周 之 上 ,现在 还 能 找到 一 条 于 曲线 比 (34) 的 估计 来 得 更 精确 . 
定理 1L1 慨 于 曲线 及 








二 
一 Dj 了 人 和 返 
3 一 mjn |( 忆 : 二 罗 (se 3 | 0 三 9 全 2 (35) 
规定 当 cos KiPp 一 0 时 ， (Cs 一 
于 作 
当 sin Ko 一 0 时 ， 有 一 


则 阵 4 的 一 切 特 征 根 都 落 在 Fk 的 内 部 或 境界 之 上 ; 又 当 {TA) ~ 时 ,T 上 至 少 有 障 才 
的 一 特征 根 (其 余 的 都 在 的 内 部 或 境界 之 上 )， 


二 0 吕 
MT 寺 汕 于 才 直 六 交 和 入 


Dr 
一 二 
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证 明 屋 人 = pe 为 阵 4 的 任 一 特征 根 , 从 (30)(31) 得 到 
pcos KO 大 和， 
pa sin2OE ck 
相 加 后 就 有 


px 友 十 ck 一 GK。 


上 2 C 
es 【 学 请 全 | 

所 以 阵 .4 的 一 切 特 征 根 都 在 FT 的 内 部 或 境界 之 上 ， 应 用 Farnell 和 Gautschi 的 定理 不 
难 知 遵 T 上 至 少 有 一 特征 根 . 

[ 附 填 ] 这 一 定理 不 仅 比 (34) 精 确 ,也 很 有 用 ,作者 在 另 一 篇 文章 中 里 ， 虽 然 温 有 有明 
确 的 提出 来 ,在 某 种 意义 上 ,可 以 届 已 应 用 这 一 结果 讨论 了 阵 4 模 数 最 大 的 特征 根 的 幅 角 
问题 ， 四 

交 在 定理 11 中 , 当 下 = 1 时 易 知 阵 4 的 一 切 特 征 根 都 在 矩形 *= 士 52， yy 一 士 cj 的 
内 部 或 境界 上 ,这 个 矩形 的 面积 为 4(2c) 风 ， 现 在 讨 花 另 一 有 关 的 问题 : 屋 多 边 形 e 的 顶 
点 依次 为 Pi(a,， B)，Pxoo， 及)，.….，Pu(an， 有 Ba) 《这 里 w + ip,, 1 三 1 大 wm 为 阵 4 的 特 
征 根 ), 不 妨 假 届 宛 的 面积 仍 为 5， 对 于 的 估 值 是 会 有 助 于 我 个 了 解 特 征 根 在 复 平 面 上 
. 分 布 的 朴 密 情况 ,现在 有 下 面 的 定理 . 
定理 12 我 们 有 


因此 








王 
|c| 至 (bc 《36 ) 
在 (36) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 4 是 Hermite 阵 或 反 Hernmite 库 . 
让 明 ”我 何 熟 知 的 车 果 


Cn 一 1 Cn 

















1 oa 
9 本 | 了 
展开 后 各 项 取 相 对 值 , 应 用 勾 犀 不 等 式 就 有 
私 和 
|c| SL( 三 2 之 乒 ) ， 
从 (30) (31) 知 道 
六 中 所 5 所 三 ci 
7 一 1 (=1 
所 以 (36 ) 成 立 ， 
此 外 ,， 只 要 注意 到 勾 犀 不 等 式 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 就 能 推出 (36) 中 等 号 成 立 的 充 
要 条 件 来 ， 
由 于 w = 十 ci， 因此 双 有 
推荐 


|c| 二 一 0)。 

















过 
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最 后 ,作者 能 够 整理 出 有 关 特 征 根 上 的 一 些 文章 ,内 容 上 虽然 还 很 粗浅 ,但 是 ,无 论 如 


何 , 不 能 不 感谢 黄 符 芳 先 生 在 1954 一 1955 年 般 情 的 指导 ;不 能 不 感谢 杨 武 之 先生 ,当时 袜 


先生 在 严重 的 失去 健康 的 日 子 里 ,还 经 常 的 关心 和 鼓励 ;也 不 能 不 感谢 当时 同 粗 同志 们 的 


指教 ,在 此 站 向 他 们 和 致谢. 
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LIMITS FOR THE CHARACTERISTIC ROOTS OF A  、 
MATRIX (ID 
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(CHMiao-Taxzg Uzaioeryity) 


ApsTRACT 


This paper is a continuation of my papert9 
Let 4 一 cii I be a square matrix of order m” and 人 一 嘱 十 1 (7 = 一 1 *。… 共 ) 


its_characeterjstic roots，We define 二 


and 


一 广 |oi， 三 = 2 wo|， 


7 一 1 王 了 


R7' 一 max{(RiT}， RTI 王 工 RiT;，:- RI 一 min{( RiT;}， 


玉 一 max{fRi)， 及 二 一 仿 Ri， R 一 min{R;)， 
1 一 1 
示 = .max{fTy]; 了 一 二 5 T =,minf7y)s 


a 一 maxflcrilj， < 人 (|czj| 一 |ez|》， 


2 
7 六 1 272 it 


VTICe 
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二 一 ee 
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全 训 LhA ce 

悉 三 cz 加 必 ， 蒜 一 5， 二 < 和 17 ， 
末 刀 他 

二 = 这 1 罗 和 有 = = 
于 1 =1 并 


where 4*# js the conjugate of the transpose of 4 and 8 may assume anv integral vajue . 
TI. Schurt7] proved the sharper result 
> | 三 qi， 


:=1 


so that 


[| 振 .c。 


This is sometimes better than the following resultsH9: 








内 1 短 .RRT 一 max | 县 。 











元 ( 坟 二 民 二 oo TIT( 歼 一 工 十 国 
and MI 大 min| 页 一 一 一 Z， 了 一 oo =|. 
一 民 一 民 十 z 
We prove the following four theorems: 
Theorem 9. 
亲王 和 Ta 二 


(划一 基本 35 下 一 荆 二 2 
Theorem 10. 


， | 和 | 荆 一 max (ak ckt) 十 (4 KR)min(pk，ckt)， 


1=1 
香 ) 4 js a normal matrix 让 and only 十 ， PC4 有) 一 1. 
(人生 ) The characteristic roots are all real or cll pure imaginary、 这 and only 放 


p(4,K) 王 一 1. 

(证 ) 妈 is ga Hermitan matrix or skew 一 Hermitan matrix，if and onljy 二 04:8) 一 c， 
where c js an arbitrary real number in [一 1;1]. 

Theorem 11. Let 记 be a closed curve: 


了 ] 
-| (5 六 ssesz 
区 DnIn (= 3? K9 3? 三 中 tr ? 





and hbence 


1 
(下 一 愉 ， when cosKp 一 0， 
coOS 天 9p 


一 1 
机 。 
(一 ) 一 Ch ， when sin KK 一 0. 
Each characteristic root 人 of 也 lies in the interior or on the boundary of 玫 、 HI CUT) 一 开 
than at least one of the chbaracteristic roots 人 of 4 lies on the boundary of 工 . 


Theorem 12. 工 Pa， 有)，P:(o， 有 B)，……，P。 (on， 有。) are vertex of as polygon I， 
we have 


二 
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1G| 硅 (pci) 
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环 面 上 具有 一 个 奇 点 的 积分 曲 入 分 布 之 拓扑 藉 构 
村 文 绒 本 


(中 国 科 学 院 数 学 研究 所 ) 


考虑 带 有 一 个 奇 点 的 微分 方程 在 环 面 上 所 确定 的 积分 曲线 的 拓扑 辕 构 。 因 环 面 之 示 ， 
性 数 为 0 ， 由 环 面 上 奇 点 的 指数 与 环 面 示 性 数 之 关 的 关系 知 :所 考虑 的 奇 点 的 指数 为 0 . 
因此 ,问题 首先 化 为 考虑 在 指数 为 0 的 奇 点 的 邻近 积分 曲线 分 布 的 拓扑 辕 构 问题 . 

引 理 1 : 至 少 有 两 条 守 积 分 曲线 流 大 或 流出 奇 点 ， 

这 引 理 保证 了 可 将 奇 点 附近 划分 成 局 形 来 考虑 . 

定义 1: 三 种 基本 属 形 : 

《1) 抛物 的 :过 局 形 内 任 一 点 的 积分 曲线 一 端 在 电 形 外 , 另 一 端 在 电 形 内 止 于 奇 点 。 

《2) 双 曲 的 :过 局 形 内 任 一 点 的 积分 曲线 的 两 端 都 在 局 形 外 ， 

《3) 椭圆 的 :过 局 形 内 任 一 点 的 积分 曲线 的 两 端 者 在 局 形 内 , 且 都 止 玉 奇 点 . 





O 











地 物 的 双 曲 的 椭圆 的 


根据 环 面 的 对 称 性 ? ,必须 考虑 局 形 的 可 接合 性 ,容易 看 出 :一 个 双 曲 的 局 形 和 一 个 椭 
圆 的 局 形 可 接合 :两 个 双 曲 的 局 形 可 接合 ;两 个 抛物 的 局 形 可 接合 . 


按 _H. Poincare 的 定义 : 奇 点 的 指数 ] 一 王 二 了 二 “， 其 中 下 表示 外 接触 之 个 数 ,7 





表示 内 接触 之 个 数 。 由 三 种 基本 局 形 之 定义 知 每 个 双 黄 的 局 形 相 应 于 一 个 外 接触 ,每 个 
椭圆 的 局 形 相 应 于 一 个 内 接触 ,抛物 的 局 形 与 接触 无 关 , 由 此 知 ; 奇 点 的 指数 为 0 等 价 于 
在 奇 点 附近 双 曲 的 局 形 之 个 数 等 于 椭 轩 的 局 形 之 个 数 加 2 (这 里 每 种 局 形 都 是 有 限 个 ,不 
会 出 现 无 限 多 个 的 情形 )， 
以 下 忆 假 定 :在 奇 点 附近 双 曲 的 局 形 为 个 , 风 图 的 局 形 为 下 个 , 摧 物 的 局 形 为 ! 个 。 
首先 考虑 最 简单 最 基本 的 情形 : 太 = 0, 然 后 再 诗 葵 大 0 的 情形 , 


二 





”现在 内 蒙古 大 学 。 

1) 此 引 理 可 由 B. BFHeMPIUKBE 和 B，B，Creona8oB 合 著 的 “微分 方程 定性 论 ” 第 二 章 。 3。 定理 革履 
Bendixson 的 女 章 (decte Met1、Vol。24 (1901) ，1--88) 中 第 一 章 4$ 17 的 定理 推 得 。 

2) 环 商 可 切 开 为 正方 形 (或 长 方形 ) ,在 其 相对 的 边 的 对 应 点 上 积分 弗 枉 的 媳 率 相同 ,这 种 性 盾 我 们 称 为 环 面 的 对 
你 性 :， 


rmITITTTTT 
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引 理 2: 4=& 十 2; 王 0 时 由 其 他 两 种 基本 局 形 所 构成 的 奇 点 附近 的 拓扑 结构 有 
且 仅 有 下 烈 三 类 可 能 的 图 形 ; ! = 0,4 = 2;1=1,4=2;1=2,4 二 2. 反之 , 当 奇 点 
附近 的 局 形 为 不 = 0, 7 一 0) 力 =2; 一 0 一 456= 2 或 R=0, 7 一 2 4= 2 时; 
均 可 在 奇 点 附近 切 开 一 个 边界 作 适 当 的 对 应 之 后 合成 一 一 个 环 面 。 

证 明 : 分 开 三 种 情形 来 讨论 : 

(D 7 =0,4 一 2. 这 时 只 有 两 个 局 形 , 屋 其 分 界线 为 04, 0B8. 4\、B 两 点 可 重合 ,也 
可 不 重合 。 以 下 分 别 庄 花 。 

【1)》 4、B3 两 点 重合 : 
@@ 有 极限 环 ,过 奇 点 之 积分 曲线 为 央 雪 ， 其 余 所 有 积分 曲线 此 一 端 无 限 接近 于 极限 
另 一 端 无 限 接 近 于 过 奇 点 之 于 雪 ( 如 图 I. 1.1). 

@ 无 极限 环 ,过 奇 点 之 积分 曲线 为 并轨 。 其 余 所 有 积分 曲线 也 都 是 开 扫 (如 图 I.1.2). 

图 无 极限 环 , 过 奇 点 之 积分 曲线 为 于 雪 。 其 余 所 有 积分 曲线 都 是 螺旋 的 ,两 端 都 无 限 
接近 于 过 奇 点 之 并轨 (如 图 I.1.3). 

(2) 帮 与 屯 不 重合 , 即 假 定 4, 了 3 不 在 同一 条 积分 曲线 上 ,否则 可 合 任 于 (1) 的 情形 来 
讲 论 .4 在 刀 之 右 与 也 在 4 之 右 的 拓扑 结构 是 相同 的 , 故 只 需 考 虑 其 中 之 一 ,例如 考虑 4 
在 了 3 之 右 的 情形 : 

四 有 极限 环 , 有 一 条 积分 曲线 流 大 奇 点 , 另 有 一 条 自 奇 点 流出 。 其 余 所 有 积分 曲 缕 都 
从 正 的 (或 负 的 ) 方 向 无 限 接近 于 极限 环 ( 如 图 I: 2.1). 

Q@ 无 极限 环 , 所 有 积分 曲线 此 非 于 雪 , 有 -一 条 积分 曲线 流 人 奇 点 ， 另 有 一 条 自 奇 点 流 
出 . 其余 积 分 曲线 的 分 布 为 各 态 历 轻 的 情形 (区 别 仅 在 于 这 里 有 一 个 间 肯 点 , 序 奇 点 )( 如 



















































































图 I. 2.2)。 X 
人 A 各 
B 

图 I.。 工 .1 
从 A 
王国， S 浊 王 师 | *《 
B B B 
图 I.' 1.2。 图 I 1.3. 人 


(IJ) /=1,4=2, 这 时 有 三 个 局 形 , 设 其 分 界线 为 04,0B8 及 DC, 以 下 按 4,， BC 
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三 点 之 排列 穴 序 来 计 论 各 种 不 同 的 拓扑 烙 构 ， 
(1) 4 位 于 BC 之 间 : 
国有 极限 环 ， 除 一 条 积分 申 性 为 过 奇 点 之 于 雪 外 ， 其 人 所 有 积分 科 独 是 由 表 点 几 
发 ,最 后 无 限 接近 于 极限 环 ( 如 图 I. 1.1)。 胡 
“ @@ 无 极限 环 , 这 种 情形 不 存在 。 1 
(2) 4 不 位 于 B、c 之 间 , 且 不 与 了 或 C 重 合 , 也 就 是 不 存在 过 奇 点 之 闭 轨 。 4 BC 
三 点 之 次 序 可 为 4, B, C 或 B, C, 4, 这 两 种 情形 之 拓扑 辐 构 是 相同 的 ; 本 恒生 放生 让 
之 一 ,例如 考虑 B，C, 4 的 情形 : 
国有 极限 环 , 有 一 条 积分 曲线 流 太 奇 点 ， 其 侠 的 有 。- 部 分 积分 帅 本 由 击 点 由 尖 ; 最 后 
无 限 接近 于 极限 环 。 还 有 一 部 分 不 经 过 奇 点 ,两 端 都 无 限 接近 于 极限 环 ( 如 图 工 . 2.1). 
无 极限 环 ,这 种 情形 可 由 图 1I: 2.2 经 过 第 三 类 作法 导出 
(3) 4 与 了 3 或 C 重合 ,这 两 种 情形 的 拓扑 结构 是 相同 的 ， 故 只 需 考 虑 其 中 之 一 郎 可 ， 
例如 考虑 4 与 C 重合 的 情形 : 
四 有 极限 环 ,过 奇 点 有 一 条 积分 曲线 为 闭 轨 .其余 有 一 部 分 积分 曲 雄 由 奇 点 出 发 ;最 
后 无 限 接近 于 极限 环 。 还 有 一 部 分 积分 曲线 不 经 过 奇 点 ， eaeeon une 有 
端 无 限 接近 于 过 奇 点 之 于 雪 ( 如 图 工 . 3.1). 
@ 无 极限 环 , 过 订 点 有 一 条 积分 曲线 为 于 轨 , 藉 余 所 有 积分 曲线 均 由 奇 点 出发 ,最 后 
无 限 接近 于 过 奇 点 之 开 雪 (如 图 I. 3,2)。 
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A > FA 
图 工 3.1， 图 II. 3.2. 
(II) 7 = 2,4 三 2， 这 时 有 四 个 局 形 ， 屋 其 分 春 线 为 04, 0B, 0C,0D,- 以 于 根据 
4 B, C， 刀 四 点 之 排 烈 砍 序 来 考虑 各 种 不 同 的 拓扑 辐 构 ， 
(1) 4 与 C 重 合 , 召 与 忆 重 合 : 
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@ 有 极限 环 , 在 04, 0B, 0C, 0D 四 条 稳 所 围 成 的 区 域内 的 所 有 积分 曲 入 均 为 过 奇 
点 之 于 雪 。 其余 所 有 积分 曲线 都 不 经 过 奇 点 ,其 一 映 无 限 接近 于 极限 环 , 另 一 端 无 限 接近 
于 开 雪 04C0 或 0B8DO( 如 图 II. 1.1). 要 
| @@ 无 极限 环 ,在 04, 0B, 0C, 0OD 四 条 线 所 围 成 的 区 域内 的 所 有 积分 曲 塌 均 为 过 奇 
点 之 开 轨 其余 折 有 积分 曲线 都 是 不 经 过 奇 点 之 开 雪 (如 图 II. 1.2). 
图 无 极限 环 , 在 0Od 0B8, 0C,， 0D 四 条 和 线 所 围 成 的 区 域内 的 结构 II、1.1 相同 . 其 
” 全 所 有 积分 曲 鞠 都 不 经 过 奇 点 ， 一 端 无 限 接近 于 于 轨 O4CO， 另 一 端 无 限 接近 于 于 吉 
DBDO (如 图 II，1.3)， 
1 (2) 4 与 它 重 合 , 四 点 之 次 序 为 4(C) BD 或 4(C) DB; 或 四 与 忆 重 合 ,四 点 之 欢 序 
为 4CBCD) 或 C4B(D)， 这 四 种 情形 之 拓扑 结构 是 相同 的 , 故 只 需 考 虑 其 中 之 一 ,例如 考 
虑 C4B(D) 的 情形 。 作 一 个 辅助 点 4, 使 志 与 4 重合 . 
@ 有 极限 环 , 在 04,04 ,0B,OD 四 条 线 所 围 成 的 区 域内 的 所 有 积分 曲 入 均 为 过 奇 
点 之 于 雪 其 余 一 部 分 积分 曲线 自 奇 点 出 发 最 后 无 限 接近 于 极限 环 。 另 一 部 分 积分 曲线 
条 经 过 奇 点 ;一 奖 无 限 接近 于 极限 环 , 另 一 端 无 限 接近 于 并 雪 ODBO (如 图 IIT. 2.1). 
四 邯 极 限 环 ， 在 04;, 04，0B, OD 四 条 线 所 围 成 的 区 域内 的 精 构 与 II. 2.1 相同 . 
其 余 所 有 积分 曲线 均 由 奇 点 出 发 ,最 后 无 限 接近 于 于 轨 ODBO (如 图 II. 2.2). 
4 了 ( 殷 加 也 它 ) 疡 四 点 互 不 重合 ,它们 的 排列 区 序 为 C4BD 或 4CDB. 这 两 种 情形 的 
| 拓扑 辐 构 是 相同 的 , 故 只 需 考 虑 其 中 之 一 即 可 ， 例 如 考虑 C4BD 的 情形 。 作 两 个 辅助 点 
4 、B' ,使 4 与 4 重合 , B 与 九重 合 . 
| @@ 有 极限 环 , 在 Da4d,O4、OB、OB 四 条 和 线 所 围 成 的 区 域内 的 所 有 积分 曲 圈 均 为 过 奇 
归 点 之 开罗， 其 余 所 有 积分 曲 禾 此 由 奇 点 出 发 ,最 后 无 限 接近 于 极限 环 (如 图 IT. 3.1). 
| @@ 无 极限 环 , 这 种 情形 不 存在 。 
(4) 4、B、C、 也 四 点 互 不 重合 ， 其 排列 次 序 为 C4DB 或 4CBD.， 这 两 种 情形 之 拓扑 
精 构 是 相同 的 , 故 只 需 若 虑 其 中 之 一 朗 可 ， 例如 考虑 C4DB 的 情形 . 作 两 个 辅助 点 4 ;D ， 
使 4 与 4 重合 , 力 ' 与 刀 重 合 : 

@ 有 极限 环 ， 在 04, 04 ,0D,O7D 四 条 和 线 所 围 成 的 区 域内 的 所 有 积分 曲 绥 都 是 过 
奇 点 之 闭 轨 。 其 余 的 一 部 分 自 奇 点 出 发 最 后 无 限 接近 于 极限 环 . 还 有 一 一 部 分 是 “ 端 最 后 
回 到 奇 点 另 一 端 无 限 接近 于 极限 环 [ 反 向 )( 如 图 II. 4.1). 

四 无 极限 末 , 在 04; 04 ,0D, OD 四 条 和 线 所 国 成 的 区 域内 的 精 构 与 II. 4.1 相同 . 
其 余 所 有 积分 曲线 此 由 奇 点 出 发 最 后 回 到 奇 点 (如 图 III. 4.2). 

(5) 4, B, C, 刀 四 点 互 不 重合 , 郎 不 存在 过 奇 点 的 于吉 . 四 点 之 排列 灵 序 为 4BCD 
或 CD4B, 这 两 种 拓扑 结构 是 相同 的 , 故 只 需 考 虑 其 中 之 一 。 例 如 考虑 CD4B 的 情形 . 

四 有 极限 环 ,一 部 分 积分 曲线 自 奇 点 出 发 最 后 无 限 接近 于 极限 环 . 另 一 部 分 一 端 最 
后 回 到 奇 点 , 另 一 端 无 限 接近 于 极限 环 ( 反 向 )( 如 图 II. 5.1). 

四 无 极限 环 , 不 存在 过 奇 点 之 于 轨 .。 所 有 积分 曲线 此 由 奇 点 出 发 ， 最 后 仍 回 到 奇 点 
《如 图 TI. 5.2). 

(6) CC 与 刀 重 合 ， 四 点 之 排列 次 序 为 4C (B)D; 或 4 与 忆 重 合 , 四 点 之 排列 次 序 为 
cD(4)3, 这 两 种 拓扑 结构 是 相同 的 , 故 只 需 考虑 其 中 之 一 、 例 如 若 虑 CD(4)B 的 情形 : 
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中 有 极限 环 ，4OD 为 过 奇 点 之 于吉 .其 余 一 部 分 积分 曲 料 自 奇 点 出 发 ,最 后 无 限 接 
近 于 极限 环 . 还 有 一 部 分 一 端 最 后 回 到 奇 点 , 另 一 端 无 限 接近 于 极限 环 ( 反 向 ) (如 图 王 、 
6.1)。 ， 
四 无 极限 环 ,.40D 为 过 奇 点 之 并轨 。 其 余 所 有 积分 曲 入 半 由 奇 点 出 发 ， 最 后 仍 回 到 
奇 点 (如 图 TU. 6.27)。 
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图 IE 5.2. 
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本 三 2， !3 时 的 图 形 与 ! = 1;,2 时 的 图 形 的 拓扑 辕 构 相 同 , 故 当 & = 0 时 有 且 仅 有 
这 三 类 图 形 . 注 ; 

让 一 2, 1 一 0,1;2 时 奇 点 的 指数 显然 为 0 ， 又 由 局 形 之 可 接合 性 ， 知 可 绕 奇 点 切 开 一 
个 边界 , 伟 适 当 的 对 应 之 后 可 将 其 合成 一 个 环 面 。 证 些 . 

引 理 2 中 所 考虑 的 三 类 图 形 以 下 称 为 三 类 基本 图 形 。 为 清楚 明 影 起 见 , 列 出 下 表 : 






























































































































































I. ?一 0, 4 一 2; 分 界 点 为 4,，B. 
4 才 
4.8 之 X 序 | 有 极限 环 ，、， | 无 极 限 环 
A A A 
人 业 证 和 4 
4 与 刀 重 合 ， 
| 
下 B 3 本 
AAA 7 人 
4 站 有 | / 0 
B 
HI. 1 一 1) 4 三 2 分界 点 为 4:,B，C. 
1 3 
4BC 之 次 序 | 有 极限 环 无 极限 环 
“重光 
和 
B 4 C 1 不 存 在 
本 
B C 
BCL4 避 N 
7 
所 人 
BC (4) 
《cC 与 4 重合 ) \ 
A 
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III、/! = 2, 4 一 2: 分 界 点 为 4 3B，CyDD， 








































































































4,B,C,D 之 区 序 | 有 极 限 环 
CC4)D(B) 
人 5 
里 与 刀 重 合 
归 
C4D(B) 
(也 与 万 重合) 
C 4 也门 
C4DB 
六 日 
CD4B 
A BE 
人 ;中 < -人 
CD(4)B AN 
(4 与 忆 重 合 ) 
六 人 A 


























以 上 考虑 的 是 最 简单 最 基本 的 情形 ， 现 在 从 三 类 基本 图 形 出 发 来 庄 论 钙 有 可 能 的 拓 
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o ” 扑 精 构 . 
定义 2:， 沿 环 面 上 任 一 条 过 奇 点 的 于 积分 曲 往 将 
O 环 面 切 开 , 加 进去 一 条 带子 ， 这 带子 是 由 两 条 形 如 (1) 
+ 的 带 形 粗 成 的 ,这 种 作法 称 为 第 一 类 作法 . 
定理 1: 如 果 一 个 环 面 可 以 切 开 为 一 个 平面 四 边 形 ， 使 得 其 图 形 只 由 有 限 个 三 种 基 
本 局 形 所 粗 成 ; 则 其 图 形 必 可 由 三 类 基本 图 形 中 之 某 一 个 经 过 第 一 类 作法 而 得 到 . 
在 明 : 环 面 上 的 图 形 必 福 足 两 个 条 件 :@ 奇 点 的 指数 为 0, 四 对 称 性 .发 将 环 面 切 开 
为 平面 四 边 形 ,， 共有” 个 局 形 ， 因 奇 点 的 指数 为 0, 故 四 一 太 十 2， 以 下 分 三 种 情形 来 言 
花 : 
(1) 大 三 0， 由 引 理 2， 定 理 显然 成 立 . 4 
(2) &>0， 8 为 偶数 ,由 局 形 的 可 接合 性 知 必 有 天 不 双 曲 的 驹 形 与 之 接合 ,两 个 双 曲 
的 局 形 和 两 个 椭圆 的 局 形 接 起 来 就 是 我 们 第 一 类 作法 所 加 进去 的 带子 ， 故 可 知 每 一 个 只 
由 三 种 基本 局 形 所 和 组 成 的 图 形 可 由 三 类 基本 图 形 中 之 某 一 个 经 过 第 一 类 作法 而 得 到 . 
(3) &>0, 《为 奇数 ,这 种 图形 在 环 面 上 不 
出 现 ( 因 方 向 场 不 存在 )。 O 
定义 3: 沿 环 面 上 任 一 条 过 奇 点 的 于 积分 
磺 线 将 环 面 切 开 ,加 进去 一 条 带子 ,这 带子 是 由 9 
两 条 形 如 (2) 的 带 形 粗 成 的 ,这 种 作法 称 为 第 二 


类 作法 . 
“本 四 定义 4:， 沿 环 面 上 任 一 条 过 奇 点 之 积分 曲 芒 
0 _ (无 葵 其 是 否 封闭 ) 将 环 面 切 开 , 加 进去 一 条 带子 ,这 
O 、 人 ~、 带子 上 充满 了 类 似 于 平行 线 的 积分 曲 禾 〈 和 平行 于 带 
(3) 子 的 边线 ), 这 种 作法 称 为 第 三 类 作法 . 
定义 5: ” 沿 环 面 上 任 一 条 于 积分 曲 粒 ( 无 花 其 是 否 过 奇 点 ) 将 环 面 切 开 ， 加 进去 一 条 
Kneser 所 考虑 的 带子 ,第 6 种 带子 必须 成 对 地 出 现 , 这 种 作法 称 为 第 四 类 作法 . 


一 人 下 了 了 一 一 一 一 1 一 一 r 一 /一 一 玫 一 
| 

4 要 ， 5 人 人 /AI 

和 军 基 时 和 1 3 U 

6 ) 


(41 (再 ) 


定义 6: 沿 环 面 上 任 一 条 积分 曲线 〈 无 论 其 是 否 过 ”一 
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3 二 Ri 

奇 点 ,是 否 封闭 ) 将 环 面 切 开 加 进去 一 条 带子 ， 带 子 上 充 “-- Ta 
3 Fagdmam 一 n 
并 了 再 行 于 带子 边线 的 积分 曲线 (如 图 )， 这 种 作法 称 为 ne 


第 五 类 作法 . 7) 

以 上 这 五 类 作法 都 不 会 影响 到 环 面 之 对 称 性 及 奇 点 的 指数 ， 并 且 每 一 类 作法 都 可 作 
其 道 作用 ;这 种 道 作 用 也 不 会 影响 环 面 的 对 称 性 和 奇 点 的 指数 . 

基本 定理 : 环 面 上 带 有 一 个 奇 点 的 微分 方程 所 确定 的 积分 曲 粮 分 布 的 所 有 可 能 的 拓 
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阁 苦 构 ，。 雹 可 由 三 类 基本 图 形 中 之 任 一 个 经 过 第 一 至 第 五 类 作法 或 其 中 某 几 个 作法 的 可 
得 文 作用 而 得 到 . 

证 明 - 我 个 所 考虑 的 环 面 上 的 积分 曲线 的 分 布 要 满足 两 个 条 件 : @ 奇 点 的 指数 为 0， 
汶 革 称 性 ， 三 类 基本 图 形 中 之 每 一 个 均 满 足 这 两 个 条 件 ， 而 按 定义 知 第 一 至 第 五 类 作法 
春 不 影响 奇 点 的 指数 和 环 面 的 对 称 性 ， 所 以 由 这 三 类 基本 图 形 中 之 一 个 经 过 第 一 至 第 五 
委 作 法 或 甚 中 之 草 几 个 作法 的 可 数 次 作用 后 所 得 到 的 图 形 一 定 可 以 在 环 面 上 实现 . 

车 于 环 站 上 已 答 定 的 任何 图 形 均 可 径 过 第 一 至 第 五 类 作法 或 其 中 某 几 个 作法 的 可 数 
文 利 作 导 后 ,得 到 三 类 基本 图 形 中 之 某 一 个 。 因 为 环 面 上 的 图 形 都 满足 两 个 条 件 :@@ 奇 点 
硅 外 为 )、@@ 对 称 性 ， 因 奇 点 之 指数 为 0 故 因 = 下 十 2, 若 丰 为 0， 则 不 需要 作 第 一 类 作 
法 的 竹 作 用 ;车 & 革 0, & = 2m (K 不 可 能 为 奇数 ), 则 普 先 作 喧 次 第 一 类 作法 的 道人 用 ， 
竹 骨 8 = 0， 这 时 再 依次 检查 有 没有 第 二 、 三 \ 四 ` 五 类 作法 所 加 进去 的 那 种 类 形 的 带子 ， 
苦 言 则 用 其 箱 作用 将 带 形 收 熔 为 一 条 积分 曲线 ,经 过 这 样 道 作用 之 后 环 面 上 的 图 形 ,只 是 
寺 双 上 蓝 的 和 揭 物 的 两 类 局 形 所 构成 ,由 引 理 2 知 其 必 为 三 类 基本 图 形 中 之 某 一 个 .证 毕 . 

可 徽 分 性 - 环 面 上 具有 一 个 奇 点 的 正则 曲线 族 均 可 与 一 微分 方程 相对 应 .以 下 来 证 


缠 这 一 事实 。 在 环 面 上 以 0 为 图 心 ,任意 小 的 正 数 s; Ts 0 一 … 为 御 径 作 一 串 小 贺 


Cr:Cr>---:C。:---. 合 环 面 上 位 于 加 Ci 外 之 部 分 区 域 为 Di 位 于 圆 CC: 之 间 的 部 分 区 
二 为 D:，- - - 。 环 面 上 除 圆心 0 以 外 均 为 正规 点 ， 在 每 一 正规 点 的 邻近 均 可 作 一 小 邻 域 ， 
竹 亿 于 其 上 的 曲线 同 胚 于 一 族 平行 和 线 ,根据 海 泽 - 波 雷 耳 定理 ,区 域 DrG = 1,2,……) 可 被 
言 芷 个 少 区 城 盖 佳 , 取 这 些小 区 域 为 如 上 所 述 之 正规 点 的 邻 域 。 为 清楚 起 见 我 们 将 区 域 
Das 一 1:2,---) 之 边界 作 适 当 修 整 , 郎 将 原来 之 Ci-, Ci 均 换 成 一 些 折 线 , 这 些 折线 是 由 
到 区 访 的 边界 的 一 部 分 联 成 的 。 将 修整 后 的 区 域 相 应 地 称 为 瓦 , 瓦 , .… .区 域 瓦 内 之 曲 


线 在 每 “点 之 急 塘 恰好 与 一 微分 方程 必 一 jx。?) 之 方向 场 相合 〈 这 里 不 区 别 鞠 段 之 


方向 )、 同 理 区域 BE. 内 之 曲 炎 在 每 一 点 之 切 萎 恰好 与 一 微分 方程 4 一 如 (x 7) 之 方向 


过 柱 合 (应 是 不 区 别 和 线段 之 方向 ),， 依 灵 下 去 , 知 在 整个 环 面 上 具有 一 个 奇 点 (指数 为 0) 的 


王 革 蔓 具 族 与 一 个 微分 方程 的 方向 场 相合 (不 区 别 米 段 之 方向 )5 这 微分 方程 可 写 为 : 


[ 矿 (x， y) (x; 7)EEi， 
户 (x， ) (x， 7)EFE2， 








示 公 如 此 ,还 可 以 让 明 这 正则 曲线 族 恰巧 是 如 上 的 微分 方程 的 积分 曲线 , 即 考虑 切线 段 之 
5 启 志 无 妨 ; 假发 不 然 , 朗 在 某 两 个 小 区 域 相 接 的 地 方 曲线 的 切线 方向 相反 ,这 样 可 导出 
也 委 ,我 何 滞 此 线 及 其 延长 线 将 环 面 切 开 ， 沿 曲线 道行 到 0 点 ,这 段 曲 线 彼 有 限 多 个 小 区 
生 差 住 .会 曲线 之 方向 答 小 区 域 作 一 个 定向 ， 再 依 此 方式 沿 曲线 到 切 开 的 边界 ,在 此 过 程 
二 所 涉及 到 的 每 个 小 区 域 都 有 了 定向 ， 最 后 在 相 接 处 的 曲线 的 切线 方向 相反 的 两 个 小 区 
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域 的 相 接 边 上 得 到 不 同 的 定向 ,这 时 如 再 依 同样 的 定向 接 起 来 得 到 的 不 再 是 环 面 了 :由 此 
得 到 矛 霄 ,证明 了 上 述 的 事实 . 


关于 动力 系统 的 问题 ， 由 于 其 等 价 于 -一 个 微分 方程 , 再 根据 上 面 所 考虑 的 事实 , 知 其 
拓扑 精 构 是 完 人 至 一 致 的 ,不 必 另 行 考 虑 。 。 ， 

以 上 人 讲 论 的 是 环 面 上 只 有 一 个 奇 点 的 情形 ， 现 在 来 看 一 看 环 面 上 具有 有 限 多 个 奇 点 
的 情形 。 匣 环 面 上 具有 有 限 多 个 奇 点 ,我 们 可 在 环 面 上 作 一 圆 C, 将 折 有 的 奇 点 均 包含 在 
C 办。 因 环 面 上 所 有 奇 点 的 指数 和 为 0, 故 沿 C 的 指数 也 为 0。 将 圆 C 收 编 为 一 点 ,这 时 
环 面 上 只 有 一 个 奇 点 ， 且 此 奇 点 之 指数 为 0, 这 正 是 我 们 前 面 所 考虑 过 的 : 故 环 面 上 具有 
有 限 多 个 奇 点 的 积分 曲线 分 布 的 拓扑 结构 问题 ， 可 化 为 考虑 平面 上 有 限 多 个 奇 点 的 积分 
曲线 分 布 的 拓扑 辕 构 问题 ， 这 有 限 多 个 奇 点 的 指数 的 总 和 为 0。 如 这 个 本 面 上 的 问题 解 
决 了 ,那么 可 将 此 图 形 装 大 环 面 上 的 圆 C 内 ， 而 C 外 的 图 形 已 确定 了 : 故 只 要 再 作 适 当 的 
对 应 就 可 将 整个 环 面 上 具有 有 限 多 个 奇 点 的 积分 曲线 分 布 的 拓扑 业 构 完全 确定 了 . 

[ 读 谢 ] ”本 女 在 秦 元 动 先生 指导 下 作成 的 , 钉 此 致谢 . 


参 考 文 献 


[1] Hiyagkape A。O KkpBBBIX ompeneJlneMEIe MadhepeHIHaxbHEIMHE YDaBHeHBRMBE. 

F2] Kaplan W，The structure of a curye-family on a surface in the neighborhood of an lsolateG singularity。 
zexica2 JoxztzCE1 of 12C17。46，1942。 

FE3] Kaplan W. Differentiability of regular curves families on thec sphere.。 Lectares in topology.、 The 
University of Michigan，conference of 1940. 

[4 ] KKneser，H。Regulare Kurvensdharen auf den Ringflachen，Met1，.iz2、91 【〔〈1925)，335 一 154。 


THE TOPOLOGICAL SIRUCIURE OF ITHE DISITRIBUTIION 
OF THE INTEGCRAL CURVES WITH ONE SINGULAR 
POINT ON IHE TORUS 


LEE WEN-YUNG 
(Tozgtitttte of Metpenpiaticr，4caderaiae Sipnice) 


人 ABSTRACT 


In this paper we consijider the topological structure of the _ distribution of the integral 
curves with one singujlar point on the torus,. 

First of all，we define three kinds of sectors。 ,We consider the peighborhood of the 
singular bpoint by separating it into sectors。 Using the property of the torus and the fact 
that the sum of the index of the singular point is equal to zero，we obtain three classes of 
foundamental figures (see Tables IT 在 and IIH，on page 186- 一 187 )。 

We define 和 ive classes of operatijons。\VVe proved that from the Uhree classes ot iouanda- 
mental 和 gures and the five classes of -operations we can obtain al possible topalogical 
structure WwWith one singular point on the torus. 

Finally，we proved the differentiability of the figure and considered ajso the case of a 
finite number of singular points on the torus. 


本 
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某 些 芬 斯 拉 空 间 的 对 称 性 质 
怕 时 称 下 ,其 


(复旦 大 学 数学 系 ) 


E. 嘉 当 在 他 的 黎 曼 几何 教程 凸 中 系 硫 地 讨论 了 对 称 的 黎 曼 空 间 》 工 答 出 了 充 要 条 件 
的 分 析 形 式 及 一 系列 有 趣 的 性 质 ， 本 文 在 芬 斯 拉 空间 中 引进 了 嘉 当 在 黎 曼 几何 中 所 定义 


的 “对 称 ” 桥 念 后 (第 一 节 ), 对 这 类 芬 斯 拉 空间 的 对 称 性 质 作 了 兰 尽 的 讨论 . ， 得 到 的 转 果 


如 下 : 

(一 ) 在 柬 的 一 区 域内 ,把 任 一 向 量 关 于 0 点 (062) 作对 称 推移 和 沿 经 过 他 的 极 
值 曲 线 作 平行 推移 〈 以 后 在 不 引起 混淆 的 情况 下 ， 简 称 为 “向 量 轻 过 平行 推移 及 对 称 推 
移 ”) ,为 使 这 时 所 得 结果 之 差 为 三 阶 小 量 , 充 要 条 件 是 : 挠 率 张 量 的 共 变 导数 在 9 中 等 于 
雳 .下 .Cartanfl 对 这 种 空间 已 作 了 一 些 几 何 圾 明 , 而 这 里 输 了 一 个 新 的 玫 何 特征 ， 我们 
称 这 样 的 芬 斯 拉 空 间 为 亚 对 称 的 , 黎 曼 空间 即 为 其 中 最 常见 的 一 个 . 

(二 ) 在 第 二 节 定 义 广义 的 对 称 概 念 , 井 证 明 : 当 任 二 向 量 径 广义 的 对 称 推移 和 平行 
推移 后 所 得 之 差 为 二 阶 以 上 小 量 时 ,广义 对 称 必 须 是 嘉 当 的 对 称 .， 从 而 得 到 (一 ) 的 辕 论 
与 嘉 当 的 对 称 的 密切 联系 ， 井 对 挠 率 张 量 等 于 零 的 空间 中 过 一 定点 0 的 极 值 曲 纱 至 体 答 
出 一 个 几何 特征 . 

(三 ) 在 亚 对 称 空间 中 ， 把 向 量 关于 一 定点 0 作对 黎 推 移 与 治 烃 过 0 的 极 值 曲 坊 平 
行 推移 后 所 得 辕 果 为 四 阶 小 量 , 充 要 条 件 是 曲率 张 量 Razxuw 在 0 点 的 共 变 导数 为 夫 

(四 ) 在 Po 的 一 区 域 2 内 ,向 量 关 于 任 一 点 0 烃 对 称 推移 与 沿 过 0 的 极 值 曲 绊 行 
推移 后 所 得 之 差 为 四 阶 小 量 , 充 要 条 件 是 1 ti 一 0，Razi 一 0 在 9 了 本 家 ， 

称 这 类 空间 为 对 称 芬 斯 拉 空 间 。 

， 关于 对 称 和 亚 对 称 罕 间 的 更 进一步 讨论 ， 将 在 别 的 文章 引进 行 . 


本 妇 所 用 的 记号 及 写 们 的 定义 除了 有 特别 襄 明 外 ， 均 照 前 面 提 到 的 王 ， 嘉 当 的 著 书 。 


及 (2) ,并且 我 个 广泛 的 利用 了 他 在 黎 曼 几何 中 所 创 的 特 选 标 形 及 基本 方程 的 概念 . 

$ 1.F。 的 组 各 方 程 和 法 证 标 “ 届 Po 为 ”和 维 芬 斯 拉 空 间 , 记 的 基本 男 数 FRCx，, 2) 诺 足 
通常 熟知 的 条 件 , 即 匡 关于 (x, z) 是 三 阶 连 入 可 导 的 , 关于 立 是 正 齐 一 次 , 并 且 为 正 的 画 
数 , 于 每 点 (* , #) 装 上 标 形 (e), 于 是 点 M 的 位 移 ， 标 形 (ei) 的 转动 , 单位 线 素 ; 的 几何 变 
差 ,依次 在 标 形 (ej) 上 具有 分 解 式 

dlM 一 iei dd 二 we =Dci. 
由 于 在 自然 标 形 时 成 立 
DGCdx) 一 dx[Gidxe]， 

式 中 ， 了 是 指 微小 张 量 的 契 对 外 微分 , 代 且 写 是 一 张 量 关系 式 , 因 此 在 任何 标 形 下 成 立 下 


DCow ) 一 dk[aiwo"]. 《1) 








的 
oemieeenereivcai pearoreoreai 和 
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这 里 的 4 产 是 挠 率 张 量 在 标 形 上 的 分 量 , 柑 以 分 解 式 
(史记 委 [exez] 一 至 Sizxs[GxGe] 十 PPxs[Gtos] 十 本 尽 ixs[wxtos] (2J 
的 系数 S7uiy 玉 和 Rs,7w 素 表示 F。 的 曲率 张 量 ， 实 际 上 ,此 式 是 标 形 向 量 。; 粮 一 微小 平 
行 四 边 形 平行 移动 后 所 得 的 几何 增 量 一 一 (45 一 dl)ei = {(o) 十 [ex 迪 ]je 在 标 形 上 
之 分 解 式 , 因 此 ,分 解 系数 S7 us， Pi RPix 确 为 在 自然 标 形 时 相应 的 曲 牵 张 量 在 任意 标 
分 曲直 于 在 自然 报 形 下 区 站 (是 皮 ] $ 42) 
Co) 十 [oko 仆 })》 三 D(G) 
此 为 一 张 量 关系 式 , 故 在 一 般 标 形 下 也 需 成 立 , 序 : 
DG = Pii[Gykos] 十 去 Raxks[osos] 十 去 Sixi[Gxas] . (3) 
我 们 称 方程 (1)(2)(3) 为 FE。 的 组 经 方 程 .. 
惟有 玉 中 4ir 一 0 如 卫 . 嘉 当 所 指出 ,此 时 TY 大 不 再 含有 闵 ; 即 任 一 向 量 沿 一 路 径 的 
平行 移动 与 所 装 于 路 径 上 的 平行 线 素 列 无 关 , 代 可 知 , 对 任 一 点 0,， 定 可 找 一 区 域 Q, 在 2 
内 任 一 异 于 0 的 点 了 济 0 P 的 极 值 曲线 有 且 只 有 一 条 。 由 是 仿照 黎 曼 几 何 中 的 方法 ,可 
在 豆 内 副 进 关 于 0 的 极 座 标 系 : * = xz 但 在 问题 的 讨 葵 中 ,最 后 的 略 果 仅 与 wz 之 乘积 有 
关 ; 故 吧 取 方向 数 轧 是 ，* 不 必 为 纸 长 参数 ， 如 和 欲 写 下 (xs 之 表示 式 时 ,只 须 把 :一 1;, ce: 一 
# 即 得 在 0 任 取 一 和 壤 素 mn 和 标 形 (ez)o 并 定好 法 座 标 , 在 2 内 任 一 点 M(cz) 的 线 素 ! 
和 标 形 (ez) 是 如 此 确定 的 : 把 m 沿 极 值 曲 线 平行 移动 到 M 并 把 (ez) 沿 极 值 曲线 平行 移 
动 到 对 得 ! 和 (e) 以 此 定 为 M 的 线 素 和 标 形 , 在 9 内 如 此 确定 的 线 素 和 标 形 称 为 关于 0 
的 特 选 矿 素 和 特 选 标 形 . 今 考虑 在 特 濠 标 形 下 的 woi(t,e, dz, da))Gi(t, ay dz da):oi(ty ec， 
di da) 的 表示 式 。 由 于 它们 都 是 由 于 点 的 移动 所 引起 ， 故 可 分 一 步 考 虑 之 : 先 变 动 + 外 
沿 极 值 曲 线 移 动 ,后 变动 ", 朗 治 ` 极 值 圆 移动 , 则 得 


offtiy ay dz de) 三 aiaz 十 (tr zy da)， 《4) 
ofty ay dt da) 三 0 十 呈 (izida)， (5) 
ai(t ay di de) 一 0 十 本 (ty ay de). (6 】 


后 二 式 成 立 是 显然 的 ,前 一 式 成 立 是 由 于 在 41 心 = 0 时 ,向 量 烈 的 平行 性 与 所 装 的 平行 
三 素 列 无 关 , 但 若 取 极 值 曲线 切 线 上 单位 向 量 为 线 素 , 则 极 值 曲 线 上 的 移动 4M 都 是 平行 


, 交 《 移 动 同 一 微小 距离 )， 故 在 特 选 砂 素 下 也 是 平行 的 ， 所 以 在 特 选 标 形 下 的 分 量 为 常数 


aidi。 把 (4)(5)6) 代 大 棚 各 方程 中 去 ,得 到 





-factdzz] 十 [2 过 | 一 并 (ckzaz 十 卫 *)，ox] 一 4kz[ekdt 干 忆 52 ] ， (7) 
四 一 ; LE， 大 ] 
di， B 十 4 和 二 ， dedti 十 瑟 *] ， (8 ) 
妈 865; 1 一 Ko 1 。;， 下 二 4 总 or 人 一 大 一 六 ] 9 
区 刘 十 doi ES 二 Re dt 十 山 GZ dz 十 |。 《9 ) 
式 中 Lo doj d5: 依次 是 把 ER 4 的 外 微分 . 比较 二 边 合 4 的 项 , 得 出 
6 局 (10) 
Gi 
4 Roikiak4 3 (11 ) 


Br 
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一 Riak^， (12) 
Of 
当 : 上 一 0 时 , 本 = 可 = 本 = 0 把 它们 再 对 + 求 导 一 砍 , 得 到 一 种 测 地 高 差 方程: 
柬 一 Rhiorekah! 一 kihakRopina 坷 1 (13) 
二 一 Ruikaliekaim4 十 Rowikhck(dZas 十 ol 一 4zoc 瑟 ”)， (147 
弄 一 尺 jiAlCkei5 十 Re 2 十 zi 一 而 “4 (15)》 
当 上 一 0 时 ， a 一 动 一 8 一 如 = 0， 98、 =。 式 中 全 于 一 :pz 的 理由 
Bi Bi Bi 


是 : 了 4 一 也 , 所 以 沿 极 值 曲线 移动 时 ，d 三 
今 届 法 解 出 本 ,可 , 主 为 (*， Se 的 显示 式 . 为 此 ,分 
一 icei 一 Bkipakdlae ， 
= 一 Ciiucktdlax ， (16》 
本 一 Diktacktdax 
所 以 z* 王 0 时 ，B 关 三 万 三 Ci 一 0。 以 此 组 第 一 式 代 大 (13) ,整理 后 ;得 








要 一 尽 orozctBXA 十 zt 尺 ,i507 We ， noRopiiCmaiBR 人 了 87aerRoz， (17> 
依次 关于 : 求 导 ,就 可 得 到 
GBP 天 3 
二 > 0 ， Bk = 三 0， 下 一 0， 直 0， “区 一 (下 世 5 打 .45Rw)ar， 
-。 六 
和 2(0B in 下 4 Roks)imaran， 人 
故 得 


oi(t ay diy de) 一 aidt 十 于 一 aidt 十 ie 十 Bkoakdas 一 
一 品 Har (Ri 一 了 Root)o 十 蕊 pa(R 一 AR 十 oC 问 |esaa (18) 
以 =w dei 一 dxi zi 三 1 代 大 之 , 则 得 


oi(xy dxz) 一 dxi 十 二 xxt(RRa 一 407Roi)ozxt 十 


十 天 Txtxz 氏 RPt 一 45RotJmiaxe 十 ofs)， 《19》 


这 表示 一 向 量 在 法 座 标的 自然 标 形 上 的 分 量 与 在 特 选 标 形 上 的 分 量 的 关系 式 。 以 后 常用 
羡 。 


$ 2. 对 称 推移 和 亚 对 称 空 间 :广义 的 对 称 推移 仍 届 47 = 0 发 想 在 一 点 0 0 定 
义 一 个 点 变换 M 一 M2 使 二 对 应 点 M; M 同 在 一 条 过 0 的 极 值 曲 禾 的 两 侧 而 且 统 长 OM， 
OM 相等 。 称 此 变换 为 点 的 对 称 变 换 . 如 取 关 于 0 的 法 座 标 , 则 可 表示 这 变换 为 
(zx) 一 一 (xz)。 (20) 
方向 (Xu 轻 过 对 称 变换 后 变 为 《X2) 由 
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从 
(Xi 一 一 (X)w (21) 


作 方 向 一 (27)w ' 称 这 方向 为 (X2D)w 轻 对 称 推移 后 所 得 的 方向 . 今 考察 一 向 量 经 过 对 称 
推移 与 在 行 推移 后 所 得 千 果 之 差 的 阶 数 . 
在 0 点 的 近 旁 装 上 特 选 标 形 , 届 此 向 量 在 法 具 标 的 自然 标 形 上 的 分 量 为 de" ， 则 在 特 
选 标 形 上 的 分 量 wi(x, zx) 为 (19) 所 完全 确定 ， 但 向 量 沿 过 0 点 的 极 值 曲线 平行 移动 时 ， 
oncestehniodeosiseieuegsdeoeiededieidnendeg 由 (19) ,得 知 这 
差 为 
wotCxy axr) 一 of 一 xdx) 一 二 XIYAkt( Ri 一 -445Rorkp)iidxt 十 ， (22) 


其 中 纪 一 or， 因 而 得 到 和 畏 花 :如果 4z = 0 向 量 经 对 称 推移 与 经 平行 推移 二 者 精 果 之 
差 常 为 推移 的 测 地 距离 3 的 三 阶 小 量 . 
邻 证 明 此 现象 是 与 4ii = 0 分 不 开 的 , 也 即 欲 证 明 : 在 皮 域 内， 任 一 向 量 关 于 任 


“ 一 点 0 (062) 的 对 称 推移 与 平行 推移 所 得 结果 之 差 为 推移 的 路 程 * 的 三 阶 小 量 时 ， 则 在 


如 中 成 立 ， 姓 之 如 下 . 
因 问 题 中 已 假定 在 8 内 ,关于 任 一 点 是 可 以 作 起 对 称 推移 的 , 故 实际 上 ， 在 区 域内 任 
一 点 可 作 起 极 座 标 的 ， 今 按照 关于 任 一 固定 的 点 0 作 特 选 线 素 和 特 选 标 形 。 则 有 


dNM 一 wiiei) dei 一 oziei) de 一 Dec; 


及 一 套 组 和 缕 方程 。 我 何 来 研究 oO(x， dx)， ix， tr )， G(x， dz) 的 展开 式 ， 写 下 


of(ty ay dt da) 一 0 十 本 (tay da)， 《23) 
(zt， GZ dt da) 一 0 十 可 (z， Gy》 da)， (24) 
5i(t ai di de) 一 下 (za)dx 十 (tc doe)， (25) 


前 二 式 态 立 的 还 由 显然 ,后 一 式 是 因为 对 任意 的 平行 较 素 列 , 极 值 曲 坊 的 切 悉 方向 不 一 定 
行 方向 , 帮 旋 在 特 选 标 形 上 的 分 量 必 须 为 (zy ea) 的 画 数 ,代入 和 粗 缉 方程, 则 得 


BF zzzef 二 |z 闻 | + 4 一 [Ftdt 十 5k 三] 一 dtts[Ftdz 十 Bt 到]，《〈26) 


2 Z 





| 2， 22| 十 嫩 ' 一 [ 束 其 ] 十 一 RN [FAdt 十 本 Fede 十 呈 ] 十 
中 人 Fedtx 十 可 *] 《27) 
|a， 于 Sijxpi[ 盏 * 丁 *] 十 Ps[ 丁 ,Fadt 十 4] 十 
十 Ri [Ptdi 十 5t，Fodr 十 到] ， (28) 
比较 (26) 式 抽 de 的 系数 ,我 们 得 到 
0 十 画 if Fe 一 di 2 《29) 
er @e; 
z 一 0 时 ,于 三 直 二 三 = 0 对 (29) 再 关于 # 导 微 一 次 ,得 
Bi 8 GR4 











mm zi Dad4i 一 过 REF4 _ 2 
一 -cwi 十 大 太 看 万 k 河 4 一 0 
和 
于 是 在 * = 0 时 , 生 到 光 贱 


哺 ne (31) 





本 
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2 
EC 更 |。 + 寺 | da fo 


of(t ay li; da) 三 Fi(a， 6 十 可 (ray da) = 


8P| SP | 
= Psad 二 2 | aa + 寺 1 POP- 全 | 二 oC2)， 《32) 


我 们 注意 玫 是 (*，dx) 的 男 数 ,而 * = ax, 故 上 式 中 名 页 : 的 砍 数 必须 和 = 的 灾 数 及 dz 
的 裕 数 的 总 和 相等 , 而 当 @ 《x， dx) 展 成 * 的 展开 式 时 ，o (2) 里 面 的 合 * 最 低 为 二 次 ,而 


和 do 一 项 因 它 只 含 《一 灵 ， 故 与 da 粗 成 含 dz; 之 项 ， 所 以 含 * 一 区 的 项 只 有 从 


甩 Me 4)di 十 了 








富 5 dai 中 去 找 , 但 我 们 要 求 作 起 ot(x, zz) 一 wj( 二 22) 时 ,展开 


式 自 (Ce) 项 开始 ， 而 PCz, e) 不 可 能 为 雳 ,就 是 不 包含 *， 所 以 # 2 | dui = 0， 但 若 


十 。 0 则 由 于 对 不 同类 普 数 的 偏 导 ， 可 任意 调动 欢 序 的 ， -一 = 0 此 是 不 可 能 的 , 因 


为 当 * = 0 时) 严 二 zz . 所 以 < | = 0, 分 证 : 在 任 一 条 过 0 的 极 值 曲 粮 上 2 = 0 为 ， 


此 在 2 中 取 0 的 阵 近 点 "0', 写 的 线 素 是 取 自 0 点 的 楼 素 治 此 极 值 曲线 平行 移动 而 得 到 的 ， 
标 形 也 如 此 确定 ， 然后 再 依据 这 租 碟 素 标 形 作 起 关于 0 的 特 选 线 素 特 选 标 形 ,但 注意 到 在 
过 0 0 的 极 值 曲 牧 上 前 述 的 关于 0 点 的 特 选 砂 素 特 选 标 形 与 现在 的 是 一 致 的 ; 故 如 果 在 
二 种 极 座 标 中 取 此 极 值 曲 纺 为 同样 的 方程 式 : di 一 4 则 此 刻 的 F(z ,om) 与 前 述 的 FCeya) 
只 差 一 变换 :* 三 加 十 为 如 是 0 在 关于 0 的 极 座 标 中 的 am( 即 0' 的 座 标 是 四 铝 但 与 刚才 


所 十 的 一 样 , 有 呈 -oo | = 0 即 ezceo | = 0 但 0 在 地 一 省 的 极 值 曲 糖 上 是 任 


取 的 , 故 全 = 0, 而 wm 之 值 也 可 任 取 , 因 为 不 给 对 那 一 条 过 0 的 极 值 曲 粮 , 均 有 上 


述 结 葵 的 籽 故 .所 以 得 到 在 2 中 成 立 


BF ” 
(33) 


避 是 褒 ， 严 * 只 与 ef 有 关 ， 但 z 一 0 时 ， : 一 i 所 以 玉环 ， 这 就 瑶 明 了 <LZM 在 特 选 标 下 
上 的 分 量 为 常数 ,这 里 的 4M 是 指 极 值 曲 纺 上 的 移动 (等 长 的 微 直 移动 ) ,所 以 它 是 组 成 平 ， 
行 向 量 烈 的 , 因 特 选 标 形 是 相互 平行 之 故 ， 写 出 &M 是 平行 的 方程 


Ci di dx 
2Zx. +Teide dx 一 0 34) ， 
2 二 人 


但 因为 我 们 特 选 各 素 里 的 初 线 素 上 完全 任意 , 这 与 所 取 的 特 选 重 素 无 关 , 故 可 知 和 疙 与 
! 无 关 , 也 郎 455 = 0 综合 起 求 得 和 到: 

定理 ”和 欲 使 在 一 区 域 2 中 ， 任 意 一 向 量 关 于 .0 点 的 对 称 推移 与 沿 着 过 0 的 报信 二名 
的 平行 推移 后 所 得 之 差 为 三 阶 小 量 , 充 要 条 件 是 :在 2 中 成 立 十 广 一 0. 

这 个 定理 中 的 0 点 必 须 是 任意 的 . 这 定理 答 出 了 具有 di 一 0 的 空间 的 一 个 比 何 





天 





























ED 一 we 世 





196 数 :学 学 报 9 哗 





特征 . 我 们 称 这 样 的 芬 斯 拉 空 间 为 亚 对 称 的 稻 斯 扯 空间 ; 是 很 自然 的 . 黎 曼 空间 是 这 类 
空间 的 最 常见 的 -一 种 . 
，、 ”现在 来 考察 嘉 当 的 对 称 概念 借以 说 明 写 与 上 述 定理 中 的 对 称 酸 念 有 着 本 质 的 联系 
嘉 当 的 对 称 是 建立 在 过 -一 定点 的 极 仁 曲 禾 族 上 ,我 们 试图 把 它 扩 充 如 次 : 届 想 通过 定点 0- 
的 一 定 曲线 族 , 它们 满 布 了 0 的 近 专 2, 井 且 在 9 中 除了 0 点 外 ,曲线 族 中 任 二 曲线 是 不 
相交 的 ,如 此 我 们 可 以 相似 地 傅 创 于 极 值 曲 绥 族 那样 的 来 定义 所 谓 极 谈 标 .当然 ,也 可 以 
相似 地 来 定义 点 的 对 称 变 换 和 向 量 的 对 称 推移 不妨 称 如 此 定义 的 对 称 桥 念 为 广义 的 对 
称 ， 在 广义 的 对 称 概念 下 ， 我 们 可 以 考察 向 量 经 过 关于 0 的 广义 对 称 推移 和 沿 着 族 中 的 ， 


”一 条 曲线 平行 推移 所 得 之 差 之 阶 数 ,但 是 我 们 可 有 如 下 的 定理 : 


定理 ”在 广义 对 称 推移 的 概念 下 ， 向 量 经 过 对 称 推 移 和 沿 着 族 中 的 一 条 曲线 平行 扒 
移 所 得 精 果 之 差 为 二 阶 小 量 时 ,此 广义 对 称 就 是 通常 的 嘉 当 对 称 , 也 就 是 说 此 时 定义 对 称 
的 曲线 族 就 是 过 0 点 的 极 值 曲线 族 . 

证 明 是 容易 的 。 观 察 上 定理 的 证 明 中 的 第 二 部 分 ， 我 们 可 以 完全 不 去 记 住 我 们 的 对 
称 是 嘉 当 的 对 称 , 自 (23) 起 的 计算 一 一 能 彼 通 过 直至 方程 (34) ,在 说 明了 T#ijx 与 x' 无 关 
后 , 字 就 是 ii = 0 时 的 极 值 曲 疆 方程 故 所 论 的 曲线 族 就 是 极 值 曲 线 族 . 

由 于 这 个 证 明 ， 更 输出 了 嘉 当 对 称 概念 的 特点 一 七 是 所 有 广义 对 称 闻 念 中 最 有 价 
值 的 ， 权 起 扩 赤 蕊 的 对 称 概 念 来 建立 新 型 的 亚 对 称 等 间 以 及 后 面 所 该 的 对 称 空间 是 不 可 
能 的 。 同时 由 于 这 定 惠 的 证 明 也 葵 出 了 4, = 0 的 空间 中 过 一 定点 0 的 极 值 曲线 族 的 
特征 : 只 有 依 融 于 极 值 曲 加 族 折 定义 起 来 的 对 称 概念 才能 使 癌 量 径 过 对 称 推移 和 平行 推 
移 之 差 为 二 阶 小 量 . 

1 3. 对称 鹤 间 ， 仿 研究 向量 经 对 称 推移 和 轻 平 行 推移 所 得 之 差 为 四 阶 小 量 之 情形 ， 
我 们 先 在 好 司 = 0 时 考虑 ,然后 得 到 一 般 的 。 先 证 一 个 重要 的 引 理 
吕 | 理 如 瓦 ii 三 0 则 .47Rokis 一 0. 
旋 : 因 4 一 0， 定 在 特 选 标 形 上 的 分 量 为 艳 对 常数 , 故 得 


D4 交 三 4jxor 十 4dij 一 4 一 0， (35) 
取 极 许 标 , 则 坟 = 本 代 把 上 式 关 于 上 求 导 一 次 , 按 (12) 改 写 (35) 
(4iRiriw 十 5Rtrim 一 LERin)eom 一 0， (36) 


与 下 相 乘 作 和 , 则 得 
Ri0” 一 0。 
由 于 sy 5" 是 任意 的 ,我 们 证 明了 引 理 。 
现在 开始 讨论 阶 数 的 问题. 在 4jzxip = 0 时 ,利用 上 述 引 理 , 问题 变 为 讨论 (22) 的 第 
一 项 序 
XixAw!RiRNIGX 一 0 (37) 
的 情形 ,再 由 慢 理 ,此 时 R 总 ， 关于 指标 的 一 些 关 系 式 都 同 黎 曼 几 何 中 一 样 了 , 印 


Ki 一 下 ki 二 Rhs 一 :0 
慌 it 十 慌 i 十 尺 2p 让 一 0 《38) 
Riiko 十 Ko 十 RH 一 0 

于 是 也 同 嘉 当 在 黎 曼 几何 中 所 做 的 那样 ,可 利用 标 形 的 微小 转动 来 证 明 在 0 点 必 成 立 
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Rikhli 一 0 呈 (39) 
故 得 
定理 洲 Li 三 0 企 0 点 的 近 旁 9 中 成 立 ， 划 为 了 在 二 向 量 甘 于 0 点 前 对 称 推移 
与 平行 推移 所 得 之 差 要 等 于 四 阶 小 量 , 充 要 条 件 为 : Ri 一 0 在 0 点 成 立 . 
注意 : 关于 一 定 0 ,把 向 量 对 称 推移 和 平行 推移 后 ， 其 差 为 四 阶 小 量 ; 从 这 性 质 代 不 
难 推出 4jz: = 0, 也 就 是 设 : 我 们 的 定理 中 的 充 要 条 件 不 能 屋 为 4 = 0，Ri = 0， 
而 把 前 提 4 加 = 0 除去 .但 是 如 果 联 合 以 前 所 有 定理 ,我 们 可 有 如 下 的 和 畏 果 : 
定理 ”在 一 区 域内 ， 要 使 向 量 关 于 2 内 任 一 点 的 对 称 推移 与 平行 推移 之 差 为 四 阶 
小 量 ， 充 要 条 件 为 在 2 内 成 立 
Si 负 4 一 0， Ri 二 0. 《40) 
在 此 时 我 们 可 作 更 进一步 的 考察 , 作 
Di(xy dr) 一 ( 一 xdry) 一 下 (dxy)， 
ix dx) 一 可 (一 Yidr) 一 可 ix ， dx)， (和 桂 ) 
Bi(x， dx) 一 二 一 sx dy) 一 盏 (xy dx)。 











代入 (12), 则 得 
一 来; 
二 We ks: 相 区 卫生 nm 2 
Z 
二 家 
宫 f 洒 Ro khak 
一 可 
这 En 及 jAAK 古 3 
Z 


当 z* 上 一 0 时 ，o52 一 本 一 5 一 0 又 xi RPRoin 在 特 选 标 形 上 为 契 对 常数 , 故 由 
常 微 分 方程 组 的 唯一 性 定理 可 知 : 
5 三 0， 厂 三 0 8 三 0， 

故 可 改写 上 列 定 理 为 如 下 方式 : 

定理 ”要 使 在 一 区 域 @ 内 ， 向 量 关 于 任 一 点 的 对 称 推移 严格 的 实现 了 治 过 此 点 的 极 
值 曲 和 线 的 平行 推移 , 充 要 条 件 为 :在 2 中 成 立 4 一 0， Rio 三 10. 

称 这 种 芬 斯 拉 空 间 为 对 称 的 芬 斯 拉 空 间 。 

又 5 三 0， 表 示 了 在 对 称 芬 斯 拉 空 间 中 邻近 楼 素 的 关系 是 对 称 不 变 的 . 

关于 对 称 和 亚 对 称 室 间 中 的 别 的 性 质 ,将 写 另 文 讨论 ， 


人 


[1] 卫 . Cartan，Lecons sur la geormetric des espaces de Riemann (1951). 
[2 ] 苏 步 青 : 一 般 空 间 微 分 几何 学 妍 义 (1957J， 第 一 章 ， 科 学 出 版 笠 :。 
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ON THE SYMMETRIC PROPERTIES IN SOME FINSLER SPACES 


SHIrNc DINc-KIA 


(Fw Tom Unmiperzity) 


ABsTRACT 


In Riermmannian space， 王 ，Cartan had introduced the notions of symmetric transformation of 
points and symmetric transpose of vectors reference to afixed point 0 along the geodesics passing 
through 0 Furthermore，he had calculated the difterence betwesn the ,parallel and symmetric 
transpose of a vector，by means of which，a special class of Riemannian spaces So called sym- 
metric Riemannian space was defined in which the difference is an infinitesimal of order three，and 
many geometric properties Was inserted， In this note，wWe give a direct extension of these resujts 


"in Finsjler spaces，and _ establish the following theorem: 


THEOREM In order that the difference in question ls an infinitesimal of order two 
in a riglon 刀 , it 15S necessary and sufficient that the covariant derivatiyes of torsion tensor vanishes 


in the rigion 万 . 


In this theorem，the 所 mily of geodesics in the_ definition of symmetric transpose cannot bc 
reblaced by any other family of curves, though we can give a more general definition of symmetric 
transpose of vectors independ on family of ,geodesics. 

We call the space in theorem the subsymmetric Finsler space， By a simple calculation，the 
geometric definition of another special Finsler space 一 一 symmetric Finsler space with its tensor 
character was given， 
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富里 埃 才 数 的 懋 对 收 仇 


( 杭 州 大 学 ) 


$ 1. 前 车 ” 届 帮 x) 是 遇 期 2r 的 可 积 的 过期 男 数 ， 


fx ) 一 十 3 (cscosayY 十 businmzx)。 (1.1) 


天 荆 1 


Ainf(x) 一 二 (一 Dr ) 7 十 访 )， 


wi 人 (65 太 ) 一 max max | 人 和 ifCx)， 
C。 日 .CTeqdKHHU 全 相 症 浊 , 才 本 入 


己 冯 ” 赚 :村 > 
执 化 时 ,级 数 (1.1) 稻 对 收 伍 本文 屋 世 x)ELo， 1 工 系 六 < 研究 级 数 
袜 (lo 十 15)mr (1.2) 


才 王 主 


的 收 敏 性 . 所 得 结果 ,包含 关 CTeqKkHH 的 定理 . 
本 文 对 于 二 重 富里 埃 授 数 作出 类 似 的 研究 . 所 考虑 的 是 :级 数 


六 广 (|ole+ los ie 二 | 二 :em +Il)a+1 (3) 


710 录 二 0 


的 收 伍 性 ， 其 中 B> 0，Y 之 0， 之 0 Ce jy 起,5 CA 汪 吕 汉 是 二 元 男 数 fx， y) 的 富里 
埃 系 数 . 我 们 改进 了 一 些 关 于 二 重 富里 埃 航 数 稳 对 收 敏 已 知 的 定理 ,特别 是 扩充 了 B. 江 . 
UeiarnseDl 及 开 .E. 下 akO 的 结果 ， 
$ 2. 一 元 夯 数 的 富里 埃 圾 数 发 >1,56>0;2” 是 一 自然 数 , 记 
49(v 有 = 人 1A9Keleaz 


NB 


of = sa 让 AgyCeDlar ， 


引 理 1.. 和 AiDeikr 一 ceikr(ecith 一 1)。 
证 明 由 定义 ,Ai ec 等 于 


六 ws 蚊 吕 -DBDI 人 人 ee. 


所 以 引 理 1 成 立 ， 
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引 理 2， 慨 长 vb >>1,1< 和 /< 多 则 

LN jp 委 20748 CN 1)e， 

了 ToKp fp 入 2 or(5， 7 

| 二 上 是 明 “到 着 f(z) 的 周期 性 ,从 

和 1 一 忆 

| Ajpf(x) = 它 (证 了) TDA 人 KKs 直 芒 ) (2.1) 
| 得 到 人 

| 人 agoKz +lea = 人 1e 拓 Kax， 

| 粳 

由 是 
1 扑 reexore 所 < 中 全 error 吕 
| 取 4 一 Rs 两 娇 乘 以 N%?， 朗 得 
| 4CNa 人 20044CN HP，， 
| 双 从 (2.1) 得 着 
| ， or 1 < 生 20or(5 一 帮 ， (2.2) 
攻 定理 1， 屋 太 *)ELe (1 < 尹 生 2); 如 果 对 于 某 一 大 于 ! 的 N 及 自然 数 ,级 数 


3 [40UN， 六 。 TY 六 


一 一 和 


rr 
3 2 于 了 


收 敏 ,其 中 Y > 0， AR 1， 那么 毅 数 (1.2 政和 
证 明 为 方便 起 见 ,将 Ka 机 fc“ 展开 








| 帮 x) 一 三 cke 
上 其 中 
CK 渤 去 相 fxzD)erikr dx， 
从 而 
Awjf(x) ~ 光 ， ciAUewzr 
本 
由 引 理 !， 
十 oo 
Ax 了 xz ) ~ ， CeikrCeiE Nz 一 1)L 
NB 开 二 一双 


由 于 1 < 少 委 2, 所 以 从 Hausdorff-Young 的 定理 得 到 
让 elaleik me 人 Ha < d0CN ， 站 N-， 


天 二 上 


其 中 4 = 一 双 因 
六 一 工 











re 
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[es 一 了 本 =|za 刀 : kz |， 
2N” 
王 Ia"| am | ">( sa 三) 习 tele， 
msNP 一 kNeI 
所 以 。 
Ne 一 1 UVe 
| 二 和 << 天 440OCON， 站 7N-5， (2.3] 
K=Ne 一 1 


其 中 天 光 和 N 有 关系 。 用 Minkowski 不 等 式 ， 


只 ee 本- 插 衬 中 3- 


天 -NB 一 NE 一 上 二 -NE 一 上 
人 L 
< we cjs 六 (2.4) 
下 NE 一 上 
从 (2.3) 及 (2.4) 得 到 
生 NE 一 1 
全 CN (2.5) 
克 ==NF 一 1 
注音 着 
之 |cx| 疏 7 一 二 三 el 9 
天 二 有 二 了 下 一 
我 们 按照 假定 及 (2.5) 得 出 


2 ,jcxe[7 二 十 四 


太一 了 


这 包含 着 (1.2) 的 收 化 。 让 明 完 华 . 
系 1， 如果 忒 xz) 是 有 界 变 差 画 数 : 而 且 有 自然 数 使 级 数 


人 [oo 2 一 ， 日 Zetret 人 (2.6) 


罗 二 卫 


(7Y 北 0，0<B<2) 
收 敏 , 则 圾 数 (1.2) 收 化 . 
证 明 这 时 ， f(x)JEL， 从 大 zx) 的 周期 性 得 


-起 | 忆 人 十 号 ) 一 侯 zx) | ar 一 | fs 一 忆 ) 一 fs 十 二 


二 





2 人 | fx 一 筷 ) 一 太 x)l ar 扫 2=V GD， 症 二 253 ，。 《2.7) 




















一 am 


一 一 
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Tb(C+229)- 人 (+ 人 
“< 三 (中 


三 让 天 9 川 4， 


因此 从 (2.7) 及 秦 zx) 的 周期 性 得 出 


人 3 f(x) 




















|， Ag f(z)|ze 区 22-2rWCD。 (2.8) 
但 是 
| 和 (二 or (三 ， 让 
所 以 由 (2.8) 得 由 站 有 
人 作 帮 (xj| ax 斥 oj 人 (三 ， H Ia-1X V 1， 
印 得 


4(2, Ps < V 下 0 人 ( 碾 四 = (人 ,让 ， 


其 中 cz 与 2 无 关 . 
这 样 一 来 ,由 (2.6) 的 收 伍 得 出 级 数 


> 2 


六 一 1 


的 收 敏 ,所 以 从 定理 1 ,级 数 (1.2) 是 收 伍 的 . 
于 系 1 中 置 8=1, 7 三 0， 所 得 结果 是 已 知 的 . 
于 定理 1 中 , 臣 8=1;,7 = 三 0 就 获得 B. 工 dermanse 的 定理 叫 。 
只 要 我 们 注意 到 
展 
CN 有 < Ne ( 互 , 让 


wo 人 ab fj) 入 (十 1) oo fp (ax> 0) 
及 os f)p 的 单调 性 和 引 理 2 , 便 可 得 出 许多 知 的 结果 (参见 [7],[8] ,[9]). 
双 易 知 L.B. CTeqKHH 完 理 是 定理 1 的 特例 . 
$ 2. 二 元 男 数 的 富里 埃 故 数 ” 屋 fx*,y) 是 关于 每 一 个 变数 有 周期 2xr 的 周期 画 数 
(下文 把 这 句 话 省 略 ), 且 在 Re = [0, 2r; 0, 2r] 上 是 可 积 的 , 记 其 富里 埃 级 数 为 


所 x， y) ~ 3 s 和 in (x， ?y)， (3.1 ) 


其 中 5 


12 一 办 一 10; 


Ti 


= 昌 | 王 中 | 吐 


Mi >0 庆 0 或 办 一 0 2 > 0; 


> 
和 
外 
Im 


1 > 0) 7>10， 
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dns(xY，y) 一 Cn cos7NY cos 1y 十 Pann sin 2Y cos1zy 十 
十 cm, cos MU Sin Ny 十 可 ,sin 12X Sin 1y， 
GZmpz,m) 帮 坟 Ceoj Ca 是 帮 x， y) 的 富里 埃 系 数 ;例如 
Caia 一 二 人 fx ，y)cosrpucosjy dx 47. 
丈 
B. 工 .denaseD' 及 五 . 丰 . 不 akI0 研究 了 级 数 (3.1) 的 和 契 对 收 敏 性 , 五. 上 . 冰 awm 人 
究 了 和 级 数 
仿 2》 (|anol 十 12 十 |caol 中 wwa| 起 十 1 守 宇 尖 


的 收 敏 问题 ,不 过 他 们 的 画 数 或 是 连续 ,或 是 平方 可 积 的 。 蕊 .E. 及 ak 一 M. 中 ，TawMaHm 


虽然 在 Lo(1 < 户 委 2) 中 考虑 ， 然 而 必须 假定 酌 数 谎 是 拓 广 了 的 Lipschtz 条 件 ， 我 们 研 
罕 更 -一 般 的 级 数 


袜 六 (lo e+15 | 二 los|a+1z om 二 1)rCa 十 1) (3.2) 
芽 且 只 假 屋 帮 x， y) EL，， (1 << 轧 委 交 
画 数 
p(o= 工 位 Ke,72 与 Wo 一 工人 fc ya (3.3) 
27 Jo 2 Jo0 


都 是 属于 ZL， 的 ,他 个 的 富里 埃 级 数 分 别 是 


Dr) 一 “0 十 一 1 祁 (aneecos， 12X 十 osin 0 ， 


个 之 1 二 工 
由 (y) 一 + 冯 3 (ao,s cos 1y 十 co sin 3y )。 
站 二 1 


裔 


人 


Ar y) 一 Ap (AHCzyy))， 

Agyf(x,y) 一 fx 十 5y 十 力 一 fx 十 57y) 一 矿 zy 十 力 十 大 y)。 
At fx，y) 为 画 数 帮 x, y) 的 具有 差距 上 及 7 的 z(t 是 自然 数 ) 阶 有 限 差 . 
当 帮 (x， y ) 是 连 簇 画 数 时 ， 称 


op5i，52， 让 一 ”max max|Ae 帮 xyy)| 


161S8 19l<sa xy 
为 帮 x, y) 的 上 阶 连 和 纺 性 模 。 训 
oem 和 ee 人 人 福 于 or 芝 让 o 吉 


so 人 人 人 二 on(2iCo+ 训 ja 朝 


cos(M，N，f)p 一 tw 外 人 让 ar 必 玉 








Mi” 有 


引 理 3， 慨 G(x，y) 一 Si(K)gXK(7)， 则 











3 Ca 





二 本 了 让 玉 坝 2 


204 数 学 邑 流 9 和 埠 





Ag G(r,7) 一 Ag gf(z)Ay sr) 
这 是 显然 的 . 
引 理 4 发 厌 >，y)EL(?P 1)。 了 和 + 是 自然 数 - 竺 = 产 上 > 出 


(CMS 他 Coo( 到 .下 (3.4】 
证 明 当 z* 过 2 时 ， 
太史 xy) 一 广汽 z 寺 二 7 十 相 ) 一 人 AE 基 zz 十 三。y) 一 
一 Ag 和 zy 十 可) 主 aE2 了 (Cry) (3.5) 
由 于 xz*, y) 的 周期 性 ， 


人 |AY 人 大 x- 才 二 ?十 ji7dazaz 王 中 AsERRXAz pijzrdrdy。 
所 以 应 用 Minkowsks 不 等 式 于 (3.5) 得 出 ? 
由 eg,flr yjraca 拉 < 让 AS- yy 人. 
Ru 并 


芋 


5 


因此 ， 2 
Con(M，N)p 生 4Cme (> 五: fj 
如 是 稚 续 进行 , 郎 得 (3.4) 
从 (3.5) 可 得 
引 理 5， 疏 * 和 *， 则 
of Di，5 于 ) 生 1 有) 
写 着 


wo 人 pi， 5 了 )p 三 sup 由 | | 了 (zy》 re 2 
El<a jal<asl yz 
从 引 理 5, 郎 得 - 
站 ao 人 Di 5 了 )y 万 一 (和 和 了 《3.6 ) 
8 理 6， 下 mw,， 是 两 个 自然 -到 
赂 【rz3 2 了) 入 mm (Bi 到 -于 ) (3.7) 


证 明 当 * 一 1 时 ， 


Aueeof(r7) 三 > AcefrKz 寺 和 ,7 了) 一 人 人 AsfGz 卡 对 :十 问 )， (3.3] 


克 二 日 收 王 填 一 世 


得 到 
[Anfr,y)1 过 》 > |]A=, 开 rz 卫生: 点 访 )| 
趟 一 下 二 由 
从 而 (3.7) 成 立 。 假 如 上 >1, 那 末 利用 [3.8) 
人 区。 7x， y) 本 -元 机 (CA (zx y))》 = 一 


0 一 了 了 多 一 


一 >》 > AiCAssFz 寸 韦 .于 iT))。 


& 1=0 1 一 腾 


从 而 
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人 交 2 fx， y) 9 
1 一 天 一 1 94 一】 天 一 上 1 天 一 1 
= 之 之 Ab 之 之 Al 之 之 ABmXz 十 名 十 
ki=0 刻 =0 ks=0 = Kx-1=0 i-1=0 
十 RE 十 … 十 和 -ESy 十 1 十 127 十 镁 二 本 六 -17) 
719 一 绑 一 】 1 一 1 下 一 了 03 一 和 一 了 细 一 】 形 一 
> 和 AU， > 之 Am， 共 了 地 人 A， (二 妆 Au,f(x 十 
=0 7 二 0 3 一 0 了 一 kx-1=0 jz-1=o0 kz-0 jz (3.9) 
+ 对 士 下 十 交 十 3 十 和 十 逆 士 … 
1 一 外 一 1 一 下 一 】 1 一 】 天 一 
= 了 工 了 人 之 过 (Anfs + 二 RES 寺 … 十 有 6 
大 1 一 0 力 =0 KR2 一 0 思 一 Kz 一 0 办 =0 
y 十 1 十 712 十.… 十 77I)， 
所 以 
人 好 了 了 帮 x， y)| < 委 
91 一】 多 一 1 19 一 1 天 一 199 一 】 外 一 上 
阔 了 汪 > 之 之 (Al 十 RE 二 … 十 Sy 十 说 十 十 j)]， 
k 1=0 力 =0 ks=0 为 = K,=0 庆 =0 
从 fx y) 的 周期 性 得 到 (3.7). 
同样 由 (3.9) 得 出 
woi(z201，1202， 1 )p < mitoi(0，52， 六 )p 《3.10) 
条 酸 思 >0,o>0， 则 
wo 人 (oapl，o202， 旋 < (o 十 1)Xo 十 区 (51，52; 太 ); 《3.11) 
wot(oabiy op fp 入 (oa 十 1)(oa 十 1)xo (5 602 7)p。 (3.12) 
引 理 7. 坡 帮 (x， y) 《Lp， 记 g(x， 7 一 太一 x 7y) 
开本 
， Cs(M， NV， 5 全 Cos(M， N， 8)p。 
证 明 从 格 . 
系 玻 故 Cp， g(Cx， y) 本 本 故 “ y) 则 
wp 52， 六 )p SS wx(0，6 2》 g)p。 (3.13 ) 
定理 2. 如 果 存 在 一 桂 大 于 1 的 数 M ， N ， M， N 及 目 然 数 rw， S3 8》 使 航 娄 
2 TOM 1) 夺 2 Mat 月， (3.14) 
忆 BCN 站 DERNY Yi (3.15) 
力 二 1 
他 袜 【COM Ni; 门下 Me NTRT tt- 风 (3.16) 


193 二 1 二 1 


都 收敛 ,其 中 7Yz>0;,7 >0,0<8<< re 1 志 训 委 2， 那 琢 数 (3.27) 收 敛 ， 

















(sr 





” 


证 明 西数 
三 (xz 四) 一 帮 zy y) 一 (xz) 一 民 y) 十 了 
的 富里 把 级 数 是 人 
fs(x, y) ~ > da(x，y)。 
从 ?和 几 的 定义 (3.3) 知 道 Re 


42(M: f) = 人 三 -7 )2n9 (e 十 ji) dx 皇 一 


一 2X 4CICM， 9p)?， 
Bs CN fp 一 2r 40CN 沙 )，. 


本 为 才 了 (5、 14) 及 (3.15) 收 敏 ,所 以 据 定 理 1 ， 





> {|e。ole 十 16ool8y (om 十 1)7， (3.17) 
人 > {|am.s18 十 |cos|8y( 人 za 十 1)7 (3.18 ) 
王 二 上 


都 是 收 敏 胡 数 .现在 证明 航 数 


人 他 (|a。sle 十 |5osle 十 |co se 十 |2。s|6(ma 十 177( 基 于 17 (3.19) 


的 收 敏 性 。 写 着 
十 / 
六 (x， ?y) ge >， Cn “人 
C-- < 去 作 (x， ?y) -ds 项 本 
二 表示 和 号 中 不 含有 一 0 或 一 0 的 项 . 二 12 九天 0 时 ， 
Cma 9 二 作 F(*， y) CE ) dx dy 一 FT (9 各 全 了 Zn ns) ws iD 十 下 
由 于 
AS ， 十: 大 x， y) 人 在 _ 广 (x， ?yJ)， 
7 2 NE 
所 以 
人 A2 可 广 (>， ?y) > 帮 之 CA ， 必 了 
到 一 一 o 天 二 一 o 7 IN 
利用 引 理 3 ， 
A 吧 。f#(z, y) ~ 、 宝 、 和 Ace Am cib， 
2 人 2 i 三 一 o 天 三 一 om MA 攻 
从 引 理 1 ， 


A2 = 六 (Ge 人) 一 二 Ce 一 Diet 一 Deiertn， 


ME i = 一 o 大 = 一 o 
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而 后 ,再 应 用 Hausdorff-Young 定理 的 推广 (参见 [6]), 得 出 
让 [|A2，a 了 xy)|2dx 直 > 


到 人 


> 并 三” 王 1czdr1em-1lolea-il 和 让 














二 一 有 天 二 一 2 
所 以 
< < 训 14|  。 7 开 (全 碌 不 14] 三 @n 钢 人 旬 
t 王 之 |C 才 | 和 了 | - 妈 后 < cg， N,f)，M-PN-PF， 
于 是 
| 本 汪 
三 豆 lcfl 习 <tcel w,DMSN 全 (3.20) 
0 1 kN 一】 
其 中 台 与 1 天 无 关 ， 


利用 Minkowski 不 等 式 ,我 们 得 到 


和 一 NS 


二 六 [cxelaG 十 DY 二 1) 忆 


faMI 一 一 上 有 -= NB 一 1 


王 王 c 4 站 宣 小 1 | er 末 。 


各 -1 ，。 N“ 一 1! 


-| 况 三 [5 Memtttr- 电 Nea+m' 一 弓 
= 一 MI MK 一 Nn 
因此 及 (3.20) 得 
ML NE-1 
2 ， 忆 |C 拓 [80 二 1)7(R 十 1)7 和 KRC (MA Nyf)p Mt 月 Neeretr Ga2D 


jaMmm 一 1 KNEE 一 1 


但 是 
袜 六 lcgleG 二 Dr 十 1)r 一 


了 =1 大 三 ! 


MP-I  N2 一 1 | 四 


=- 开 卫 1 三 三 Icouwi+Dk+D]. 


六 池上 jaM 因 一 1 天 一 NH 一 


所 以 从 (3.21) 得 


二 [cpx|er 十 1) 《和 十 1)7 反 3 3 Cg (M， N ，f)。 MnmGrH- 有 NAi- 癌 


由 于 级 数 (3.16) 收 敏 ,所 以 
二 3 |c 入 18Gi 士 1)7(K 十 we 一 十 


=1 Kk=1 


因此 得 到 收 敏 级 数 











208 多 数 : 学 学 报 9 纵 





> Y (| 可 一 夏 k 十 12x 士 cite) 十 IC 二 7 (3.221 


=1 K=1 


为 了 证 明 ( 3.19) 的 收 伍 性 ,再 引进 一 个 辅助 画 数 
g(x， 时 一 大 (一 xy)。， 


旋 的 富里 埃 系 数 是 
过 -一 称 有 g(Cx， y) e 一 ie+ny) dx dy 人 志 {(cn,， 中 全) 中 计 LBn,n 5 ar。 


据 引 理 7 及 重复 上 述 诈 明 ,就 知道 
S > |C#1aG 十 1)7( 十 3) < 十 o 


jet kt 
因此 得 到 收 倒 级 数 
之 念 (| 十 Cikle 十 15 一 ciktle)(G 十 1)7( 开 十 1)7 (3.23) 
1=1 kk=1 


由 实数 (3.22) 及 (3.23) 的 收 伍 性 ,知道 级 数 (3.19) 收 敛 ， 定 理 2 证 明 完 上 毕 ， 
邓 ” 航 数 


和 |C。as]8(m 十 1)7(2 十 1)7 


在 定理 2 的 条 件 下 收敛 ， 此 地 


1 
任 ， 隐 一 set 
人 :人 fCxy，y)e dr dy. 


下 述 B. FT. denaanse 定理 是 定理 2 的 特别 情形 : 的 末 汪 于 基于 M, NC > 1)， 级 数 
3 4 (M， 丰 2 


11 一 工 


S BO CN 有， 


多 1 
Co (M，N，f): 
Wi 站 二 1 
收 和 化 , 则 大 x， 7 的 富里 埃 航 数 契 对 收敛 . 和 
对 于 任何 分 法 
0 一 Mo<Mi 二 …' 所 Xi 一 279 
0 三 为 二 科 去 vv 雪 知 二 287， 
和 数 
1 一 外 一 1 
》 之 [fx : 一 蕊 wj，yk+t) 一 大 xj+ly yYk) 十 帮 xj+1; yk+1)| 
的 上 界 是 有 限 数 时 , 那 末 襄 fx， 有 在 Re = [0, 2x; 0， 2r] 上 在 Vitali 意义 下 , 是 有 界 变 
差 . 


当 fE ZL: 时 ,类似 于 引 理 4 可 以 证 得 
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作 1A2 .Ke 9DPartwi( 二 开放 全 esfeyy)haaar< 


Mm -Nm 机 Ro 2 和 ”了 3 








<o( 工 ， 用 4 人 | Az ，*。 大 x， y)| dx dy. 
2 细 2 且 


对 于 任何 自然 数 m，” 成 立 着 不 等 式 
工 :2nto9 人 1A@ 。 Ke 1 ae 力 和 FF Po， 


4 提亲 


其 中 7F(f，Ro) 表示 矿 x, ?y) 在 Re 上 的 全 变 差 . 
由 上 述 二 式 , 得 到 


IC 人 学 多 2 》 )> 














1 1 
si( 二 ,二 ;入 ， 
其 中 
一 4 7MT( 方 丽 )。 
由 是 从 定理 2 得 出 
定理 3 发 (x, y) 是 平方 可 积 夯 数 , 且 在 Vitali 意义 下 为 有 界 变 差 ， 如 果 对 某 一 棚 


目 然 数 7 3 8 航 数 办 


之 (LO(2 芝 入) 22 人 有。 


3 1Bo (2， 疙 ， 有 DTY; 本 ip 








多 一 了 

有 
s 人 记 ( 去 ， ,站 2Dm(YT+I 一 有 ) 28(Y + 一 有 
9 和 二 1 全 


都 收 化, 其 中 7 > 0， 7 ">0,0 二 8 二 2 那 末 授 数 (3. 2) 收 化 : 
如 果 jx， y) 是 在 Vitali 意义 下 有 界 变 差 ， 对 于 每 个 固定 的 2 f(x,y) 是 ?的 有 界 变 差 
画 数 ,对 每 个 固定 的 y, fx, y) 是 x 的 有 界 变 差 画 数 , 则 癌 fx， ，) 是 在 Hardy 意义 下 有 界 


变 差 ， 相 应 表 其 公 变 差 为 V。 (1,V, (f)， 则 


uc (3.24) 


0 <xY<2x 0 
和 
sup  Vy(f) (3.25) 


0 和 yc2x 


都 小 于 常数 C， 写 着 
200= 疯 曙 | 作 忆 (DC)Ke+ 思 四 


= 








ji 一 0 


0 渴 虽 人 壮 CD7(?)Kesy+ 轴 如 


屠 末 ,从 定理 1 及 定理 3 得 到 
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定理 4” 孝 f(C>， y) 姑 丰 Hardy 意义 下 有 界 变 差 画 数 , 如 果 对 于 某 -_- 租 自 然 数 . 38) 


和 





MM， 
en 
扣 
普 
AKC 
王 < 
\ 
me 
Sa 
一 .一 一 
| 双 
li 
六 
2 
十 
一 
1 
让 
已 


之 世 ( 二 ,3 2 人 2m(Y+1-B) 2n0 TI 一 月) 


ni 和 二 1 攻 


都 收 敏 ,其 中 Y > 0,yY > 00< 有 B<2， 则 级 数 (3.2) 收 伊 . 
事实 FE 由 (3.24)，(3.25) 得 出 由 (3.3) 所 定义 的 夯 数 p(*), W%(y) 是 有 界 变 差 的 ,而 且 
or p) 一 wr"(5， 1)， 
woi(5， 灿 ) 一 OF (0 7). 
余下 的 起 明 是 不 难 类 似 于 前 述 写 出 的 . 
当 r 王 =# 一 1 时 ,定理 2 便 含 有 B. 工 denaaa3e0l 的 结果 ,当月 = 工时 , 定理 4 含 
有 歼 . E. 有 下 ak 定理 已 ， 下 akg 假 届 1(x，y) 是 Hardy 意义 下 之 有 界 变 差 画 数 (虽然 他 不 是 
这 样 写 ,而 事实 上 却 是 如 此 ) ,而且 
| 大 xs 7y) 一 大 za y)| 入 Ci)|z 一 xi ”， 
| 帮 x， yi 一 大 x， 2)| 委 Czx)| 六 一 7 
[Kx yt) 一 大 xi 思 2) 一 帮 (x2， 为 ) 十 jxzy gz)| 和 Clx 一 xi ”| 六 一 和 |， 
Ci(y)， tkr) 是 非 鱼 的 可 积分 画 数 , 那 末 级 数 


】 


六 3 (lans| 十 |pwa| 十 |coos| 十 132)Cm 十 1)Ca 十 1)7 (3.26) 
收 化 ， 其 中 7 << 序 min(oa" wa ) 7Y 扫 六 min(B*， B)。 


事实 上 , 在 jak 的 假定 下 . 
0 (人 让 鲜 C127-12-m。 


的 六 党 (: 1 < 人 


or， 二 -四 < C41- 12-me" 2-"p"。 
所 以 对 于 任何 自然 数 r，*， 刀 ， 当 
和 二 min(oa“，w ) 7y 去 于 min(8B*，B ) 


人 


(9 


时 ,级 数 


> {w*(2-”， 四 } 主 2m7， 


人 


> {os*(2-"， 丰 )) 圭 227， 


党 二 1 
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【ui(2-e2-73 7)) 生 2m7 22m 


1 二 1 1 


都 收 仇 ,从 而 级 数 (3.26) 收 丝 ， - 
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06 A6COnIOTHOCTH CXonMMOCTWH PRnOB 中 yPbE 


IUe Ja6- 中 a8 
【《XGH5-IGJ YUEPPCZUWE 瑟 ) 


PEo9rIOME 


Hiycrb 矿 x，y) 一 cyYMMHHPyeMan 中 yHKIUI，H en zw cm Zn 9BJIIIDTCH 083ddhu-. 
meHTaMH 中 ypbe 中 yHKIHHH f(x ,yy).- 了 B sTot pa6oTre;i MBI pacCMOTRM BOUPpOC OCXONRMOCYH 
pHIa CJIenyIOUIerTO BHIa: 


、 0 十 |2.s|8 十 |cosle 干 2)Go 十 1)7C2 十 1 (1) 


ID 二 0 
[IOoJiOzKHM 
全 训 ， 帮 x，7?y) 一 人 A (AY 帮 x， y))， 
Ag jx y) 一 zxz 十 6y7 十 7) 一 fr 十 6y) 一 zy 十 0) 十 他 zy)。 
Aow fr，y) Ha3bIBaeTC KOHeqdHO 首 pa3oHcTPIO z 一 TO DOPHRIKa C IIaT3MH )7; 3 
wo 人 bi 0f) 一 max Taax| Ag 大 zy ?7|， 


16l<sl 1oi<52 Xey 


Ha3pblBaeTCH MOKYJIGM HeIpepPIBHOCTH z 一 TO DOpHK3. 
IIycTP 世 x，7y)EELop，DOTORKHM 


aot 世 人 必 吉 Cor(G+ 训 辐 吉 寺 


一 0 
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BNP = Twoe 人 | 们 王 (-Dm(3)7(ey+ ji- ) az 


j =0 


入 
“| 





zw 大 x，7) 


所 3 
ai 和 . 
MI。 NA 








2 NeN 人 


Ha ocHoBaHHH DOYJ9eHHbBIX 了 3MH CBOEcTB 中 yHKIHB 站 Ao,，40，... ，MPI DOJIY9qHIDB 
KPHTepH 站 CXOXHMOCTH pa (1). 

TeopeMa 2 Ecoa 帮 x， 9 汪 1 (1 < 尹 委 .2) ecTP DepHoRigecKkan 中 yHKHHJ OTHOCH- 
TeJIbHO KaKk 册 OFTO DepeMeHOrO，HCyIINeCTBYeT CHCTeM8a qdHCeIlM > 1:N' > 1,M> 1l1,N > 
上 , 了 HaTYpaJIbHPIG 9HCJIa 7 sr TaKHe，dTO PRIDBI 


方 {149(CM 7)p)2 Mt 


Wigx2 了 


放 《ON 1) 下 于 ar ar， 


> 3 (CR (M， N ， 站 My+l 一 有 Jaty'+I 一 月 


0 二 1 # 二 1 





cCXOTHTCJ，ITIe yy 之 0,7y 人 >0,0<8B< 也 ]， TO pH (1 ) CXOTHTCJ 
亡 一 一 
IIomozHM 
2x 和 
站 一 站 r 一 / 7 
wx*(5，, 71) Sup sup | 2, (一 1) (7 )fe+ 力 访 罗 5 





= 一 0 





二 YY 
or 人力 = so sp| 人 荆 (-0 王 (Key 二 ae|. 
Il5l<s >》 1Jo ji2o0 1 

TeopeMa 4 ， 吕 ycTb 1f(x，y) ecTP DepHomaqecKam 中 yHKIHHH OoTHOCHTeJIbPHO KaXKIO 访 
nepeMeHo 荔 了 C_KOHeqHbIMH B CMEICJIe Hardy。 Eco ， org KaKHX-HHGYmP 3aTYypayltbpHBIX 


qdBCeIl 7，5，z， PRXEI 


习 (or (Green 


互 (of (2 用 20r 


名 科 

Oo oo 8 
:和 
91 玉 二 1 


CXxOTHTCR，Frnme 7Y > 0,7Y 志 0,0 二 请 <2，TO ph (1) CxonBTCJ. 
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在 平衡 点 附近 洋 - P， 儿 -e 出 现 三 个 极限 环 的 
例子 (P,Q 为 二 次 多 项 式 ) 
秦 元 动 等 


(中国 科学 院 数 学 研究 所 ) 


$1. 问题 的 提出 





开 . 了 [IIeTpoBcKI 直 院士 便 经 证 明 钙 方程 区 2 宁 = 0, 其 中 P, 0 是 关于 xy 


的 二 砍 多 项 式 ， 在 公平 面 至 多 能 出 现 三 。 个 极限 环 牧 。H. H，56ayiaa 在 中 中 证 明 在 焦点 和 
中 心 型 的 平衡 点 附近 ， 如 果 变 动 方程 的 保 数 可 能 出 现 三 个 极限 环线 ,但 至 今 还 不 见 有 出 现 
三 个 极限 环 的 实际 例子 。 用 6ayra 用 以 证 明 可 能 性 的 无 穷 级 数 方法 要 作出 一 个 具体 的 
方程 实际 上 存在 着 不 可 克服 的 困难 . 本文 利 用 BayTHE 的 理论 ,和 精 合 M Frimmer 回 的 求 
无 切 环线 的 方法 发 展 出 一 套 计算 法 ， 由 它 作出 了 出 现 三 个 极限 环线 的 具体 方程 。 最 后 利 
用 方向 场 的 旋 夭 又 得 出 在 平面 上 有 且 仅 有 两 个 极限 环 的 例子 ， 


$2， 解 决 问题 的 方法 


我 个 用 一 个 例子 来 悦 明 本 文 所 用 的 计算 方法 .。 ,这 全 全 二 雪 M. Frommer 在 [3] 中 提 
出 的 。 方程 





zy。 xi 十 曙 衬 趟 2 风 宛 (FE) 
dx y 一 2xy 十 入 2 


当 充分 小 时 在 原点 附近 至 少 出 现 一 个 极限 环线 。 但 frimmer 并 未 指出 全 的 基体 天 小 、 
我 们 要 证 明 取 5 一 一 5 10-24 郎 可 . 


先 介绍 Frommer 求 无 切 环线 的 方法 。 考虑 方程 


QZ 
-一 三 一 xz 一 O:(x， 7y)， 
dt 


其 中 P2，0: 是 关于 X3 》 的 二 次 齐 次 多 项 式 ， 1 
F(x,y) 一 所 十 多 十 xy) 十 fxsy) 十 7xsy) 十 fx y) 十 …， 
其 中 fx y) 是 关于 xx, y 的 ;次 齐 次 多 项 式 。 求 了 用 ( 书 ) 作成 的 对 上 的 导数 
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人 


之 (人 Jo+P) 一 (2 + 六 + 强 二 ce +oD)= 


ey ey 


机 0 入 下 动 及 夫 RT 9 


6f， 号 + 办 站 
+ 人间 ER oj+(， 和 9j+ 
选择 适当 的 户 九 使 得 


人 
人 时 2Y 己 2 一 0 
7 Br 迷 “ % 上 2 y 吧 2: : 


ef ef + ep， 区 的 梅 一 Di(xt 十 
》 SBSv 蔡 5y | By OO， iY 7 


如 果 Di 六 0, 则 可 取 无 切 触 环线 为 
F(x, y) 一 巡 十 欠 十 访 (xy,y) 十 放 (zy) 一 const. 
如 果 Di, = 0， 人 坟 , 帮 使 得 


7 nn 


Qf ef } 6 p， 
人 


如 果 D 皇 0, 无 切 环线 可 取 为 
所 zy) 一 党 十 了 中 办 十 态 定 1 直 。 
如 果 D: = 0, 则 还 要 灯 和 线 作 下 去 以 求 得 Dai D4 …. 记 按 Frmmer 称 为 第 ;个 焦点 量 。 
用 上 述 方 法 可 求 出 (PE) 中 当 s = 0 时 方程 的 无 切 环 粮 


Fi(x，y) 三 (十 曙 ) 十 筷 Y3 一 2x2y 一 地 ”) 十 《入 十 4x 轨 ) 十 




















一 一 一 arrertprrrrnreeerereeremr 





-号 2 一 Daix 十 多 )， 
9y 


+ 人 (一 在 六 一 人 2 一 一 soy)+ 
1 5 804 pp 52 au 286 510- 
+( 一 -一 js 十 4 十 226 sy) 10 一 ， 
对 于 (F2) ne 


2 十 26 2 2 攻 
-一 “23 一 2x2 一 二 曙 | 十 
和 


Fx(xy y) 一 光 十 大 十 
+ 人 (y +l(4 十 二 s) oj 一 全 soy) = CC 


我 们 要 诈 明 Fi(x, y) = 10? 及 Rix;y) = 10-3 当 s 取 一 证 时 都 是 (F2) 的 无 





切 环 绞 ,实际 上 有 
2 和 < 0， 42 3 
dt |1F1= 10 一 ? 好 8 |F:=10 一 红 
因此 如 果 责 = 10 与 斑 = 10 亿 之 问 疫 有 奇 点 , 则 在 宅 个 之 间 至 少 有 一 条 极限 环 科 ， 
先 证 明 已 = 10 二 在 原点 附近 有 一 条 实 的 单 于 分 支 , 实 际 上 可 证 在 > = 10- 之 贺 内 如 1 


此 ，r 一 M 雪 十 史 . 分 zx 王 rcos0,y 一 rsin 昌 
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Fi(rcosgyrsinb0) 王 万 [1 十 GO0)]， 
18 9)| 和 101 十 > 十 详 二 站，， 
F 之 [1 一 107(1 十 7 十 产 十 太 )]， 
故 对 于 任意 6 及 r 王 10 
FI(10~ cos0, 10~'sin0) 过 10 一 [1 一 1041 不 10- 十 10 环 十 10-2)] > 10 
吧 
FI(0, 0) 一 0， 
故 玉 (*,y) = 10” 对 于 任意 的 6 至 和 少 有 一 个 解 y>，0 < * < 10-+， 其 次 可 让 明 * 是 唯一 
对 同一 0, 10 一 > 立 > 刻 0 
Fi(rcos0 msin0) 一 Fi(rcos0 rsing0) 王 (rn 一 总)9ai(riyrD). 
1p2:(r my 0)| (nm 十 六 ) 一 50( 十 过 十 nm 十 这 十 全 十 mr 下 十 二 十 直 十 
十 ri 十 邓 十 7 十 二 十 直 十 Ar 十 ra 十 ra 十 nn 寺 十 好 
之 ( 思 十 刘 ) 一 107f 
一 i(1 一 103) 十 和 >> 广 4 一 二 ) 十 方 0。 


故 解 > 在 0 <y < 10 一 中 是 唯一 的 ; 故 丈 = 10 有 单 天 实 分 支 . 
再 来 证 明 字 对 于 (F); 是 无 切 点 环线 。 即 要 让 明 





4 
人 |Fi=10 人 
QZF BF YX 二 BF dy 

di ex di eey dz / 


= 一 兰 人 ++apz 人 7 


其 中 
9p3(xy) 一 一 -到 < ) 
? 
最 -二 多 | > 一 4xy 一 27 十 47 十 12xy 一 本 一 12x2y 一 
14 184 58 2806 
一 32xy 一 12 多 十 一 和 好 一 一 一 2 十 卫士 下 6 
2 5 
当 * < 10 一 时 有 


19:| 迄 250)”3 一 二 (10r)3. 


在 殊 王 10 一 上 的 点 (x，?)， 刀 一 扫 十 只 有 
六 [1 一 10(r 十 关 十 天 十 站 ] 迄 玉 王 10- 过 1 十 1020r 十 天 十 十 z4)] 
故 有 
10 一 吹雪 1107 
人 





yz6 了 6 
| 委 允 十 外用 (和 十 7 一 


V 2 
A 
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故 在 囊 = 10” 上 有 





一 世 
辣 外 邓 十 半生 1079 
在 下 一 10” 上 有 
10 一 0 
二 
中 人 
故 
4aF: 二 | 0 | 
汪汪 让 (xz 十 Y) 十 spICY 7y) 有 浊 -二 
一 30 _ “10 一 1 
过 ( 二 .710 儿 - -10 ) 
15 4 15 4 
十 及 生 5 
15 4 


E 


同样 我 们 可 以 证 明 尺 = 10-4 在 原点 附近 朗 二 了 10-3 的 圈 内 有 一 条 音 于 的 实 分 


全 


支 , 因 在 此 圆 上 
P, > PK(1 一 10r) > 的 lo ) (1 一 1 之 lo ) 
> ( 避 ) 10-4 所 >10-3， 
F(0, 0) 一 0， 
故 对 任意 的 g, * 有 解 ,还 可 证 明 解 是 唯一 的 . 
如 果 se 二 10 全 > 辣 >> 六 > 0 则 


PCricos0y mm 2 0) 一 PFCrcosgmsin0) 


一 (mm 一 轨 )[r 十 mm 十 pi(ri， r2 0)]， 
194| 委 1171， 


之 jl 一 1tr) 十 >0。 








忆 二 Fz(r>) 
信 





Pd 
下 面 来 证 明 此 实 分 支 是 无 切 环线 , 即 要 证 明 
8 >0 . 
222 1F =10 一 人 
实际 上 ， 
2 一 一 (xs 十 0) 十 pi(x，y)， 
其 中 


px y) 一 一 了 (1 十 so 一 二 xy + (12 十 0 本 十 2e jz 十 


十 (28 + 10925+ 人 (4 一 全 sj) my 直 (一 8 一 全 sy 
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19?;,| 委 1007”. 





检 二 4 4 2\2 
(三 ) < + < 
在 ” 忆 一 10-2 上 面 
rz(1l 一 107) 和 末 = 10-4 和 (1 十 10r)， 


故 10 一 和 r 和 10- 因此 
SF2> 人 4 4 YY， 2 一 2L 痢 ， 一 34 一 235 -一 
2 ext 十 Yf) 十 ix? > 工人 二 10 六 (0 )+ 一 50(10- 四 


呈 7 |=-= or 


==《10-25) | 10-2 一 1l00C10)-= | = 


一 (10 一 ) 10 一 ) 亿 一 二 > 0 
45 100 


余下 还 要 恋 明 Pi = 10 与 书 = 10 江 之 问 没有 奇 点 ,实际 上 只 须要 证 明 在 > 一 10 


之 内 除 原点 外 (FE:) 没有 其 写 的 奇 点 序 可 。( 疡 ) 的 奇 点 朗 联 立方 程 
相 二 2 十 s)x 十 2xy 一 只 一 0， 
y 一 2xy 十 多 一 0 











的 解 、 相应 于 y 一 oz 一 0 及 z 盖 一 一 一 子 ; 相应 于 y = 2z 一 1， 
了 -3 一 V95+4C+Te _， 
2(1 十 e) 
受 
一 3 十 V9 二 4(CLI 二 6) 加 光 站 ， 





2(1 十 s) 
证 何 孝 在 一 10 之 外 。 


3. 出 现 三 个 极限 环 的 例子 


过 微分 方程 是 
全 二 一 ?十 267 一 多 
(da) 
< 一 xx 十 妇 一 5xy 一 久 
dt 
写 与 方程 
从 三 和 7 生地 于 人 


人 一 x 十 jb 十 jx2 十 (2 十 zy 一 7 
志 


比较 已 ,得 











人 


了 RE 二 


和 了 人 


0 








当 以 10-8 来 代 炎 时 ， 
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AN 盖 1 一 0 

] 十 5) 一 51 一 0 

瑟 fj2X4(0 一 16)X(Xs 一 213 一 ) > 0。 
如 果 俯 变动 ( 心 ) 的 傈 数 1,，)，),, 得 方程 


人 一 和 一 ?十 (2 十 们 各 一 多 
站 


下 


当 一 一 10，0= 一 10 三 1 时 (Bi) 在 xx 一》=0 附近 出 现 三 个 极限 环 
线 . 


重 


现存 来 证 明 
严 三 加 十 妃 十 入 十 让 十 息 十 惫 十 入 十 息 三 10-3。 
其 中 
大 新 3 十 7 六， 
帮 一 本 一 2x 久 十 473， 
太一 一 10x% 十 15y4， 
和 贡生 半 二 ” 10 2 3 4 、 
六 一 本 和 中 和 十 10xy 一 50xy 十 62y ， 
1532 736 110 主 060 1552 
王 一 一 一 一 术 一 一 一 YU52 一 一 -和 3 一 %w3wf 十 42V5 一 
户 21 人 人 和 
3775 。，8028 ， 
一 一 一 YX 十 一 一 
wa 二 》 7 》 ， 
天 一 一 已 42 十 756 Yoy 十 282201 .5 十 全 8 十 002 sy 中 
14 6 6 
二 44108 sy 237829 sy 十 17312 六 
42 3 
是 (B:) 的 无 切 点 环 禾 , 井 且 9 |。 < 0. 、 
几 





先 证 明 玫 王 10 在 > 一 109，y = V 空 十 多 ,内 有 了 唯 一 的 单 于 的 实 分 支 。 忆 一 xz 二 

十 和 十 @Gry)， 如 果 化 成 极 坐 标 x 一 rcosb, y 王 rsinD， 
|Gi(reosbrsin0)| < 28.10493(1 十 7 十 … .十 广 )， 

@, 中 的 最 大 傈 数 < 10 而 其 项 数 是 30。 对 于 任意 的 0 ， 

Fi(rcosb,yrsing) > 天 一 30.10493C1 十 十 .… .十 5) ， 

FLK(10 cos0, 10 下 sin0) > 10-23(1 一 28.10-0(1 十 10-4 十 .十 10-70)) > 10-2， 
但 是 F(0, 0) = 0, 克 Pi(x,y) 一 10-2? = 0 有 实 的 分 支 . 对 于 同一 个 0, 0 和 nm <m<10-9， 

Pi(rcosb msin0) 一 REi(rrcosg misin0)>(m 一 放 )(m 十 圈 一 28.10! > rr 人， 


， 3 十 jj 
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六 十 放 一 28.104 人 放 才 > 三 十 六 一 33.30.1043E 十 位 十， 十 用 
3<i+J<8 


>>r 十 六 一 107 > ml 一 10.r) 十 mm > 0. 
故 对 同一 个 6 只 可 能 有 唯一 的 一 个 解 , 因此 P, = 10-2 在 r= 10-! 内 有 了 唯一 的 单 并 分 
支 . 


我 们 再 来 证明 2 





< 0. 


Fz 一 2 一 关 





dF _BFi dX BF dy _BFi 十 2 1 2 
一 ?十 ?ty 一 克 十 e 十 8y) 十 Me 十 呈 55 一 史 二 对 一 
di erdi eey L 尺 has sy] 如 ( 罗 y 
一 了 3429(z + 十 (2ey 一 攻 ) 了 一 5xy 一 光 ) 十 
14 ey 
+ 人 za 二 y 2 ) 十 5 y 7 
立 


一 和 (x 十 %) 十 Bi(x，y). 

















在 忆 10-2? 上 因 
rz(l 一 50.10(r 十 … 十 8)) < 了 一 1f2 雪 (1 十 50.10(r 十 … 十 站 ))， 
故 -0 怀 <r<ln， 
2 ， 中 保 数 之 和 < 8: 10% 故 对 于 任意 的 68 
* By 
8fs | < 8:109， | 各 | < slor， 
ex 和 y 
(2my 一 吃 + 座 人 一生 | < 8.107"10r = 8.109。 
全 司 + 的 项 数 是 29， 其 中 最 大 者 的 傈 数 < 109 
8F: | 一 29.1050r 十 旬 十 .十 站 )， 
ex 
8F: | < 29.10;(r 十 咕 十 :十 尹 ， 
Bey li . 
人 0 + 二 < 10-m.1092(1 十 十 7， 
ex 
5 过 < 10-26.29.1093(1 十 .…… 十 rz)， 
s 
5 %Yy 人 < 10-71.29.1053(1 十 …… 十 六 ). 
》 





|g(rcosg, rsin0)|<8.10， 10-1% 十 10-84.10-23(1T 十 ， 十 10 天 十 
十 10- 字 .29.10 一 (1 二 。 十 10 于 ) 十 
十 10229.10-e(1 十 关 ve 十 0)。 
Fi 一 2 人 
dt 








站 + 4 四 [< 一 10 10-20 十 | 到 | 去 


正 人 

















人 
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< 一 1 一 放 ) 一 人 人) 
Te 10738 0196 100 机 “ 人 





会 
严 三 各 十 订 十 四 十 处 十 友 十 j 一 107 岂 
其 中 
和 三 和 十 y， 
ee 2 3 2 2 急 
徊 一 一 和 一 2xy 十 一 (6 十 5)7， 
3 3 
庆 一 一 205 二 op++ 全 十 066 十 刁 ， 
和 一 革 a(1+ 3 一 3 富士 于 aa(4 十 3a 一 3oo0m 二 
二 2ax2ya 十 2a(T 一 om)xyt 十 二 (oo 十 1)% 一 
(4 ES 四 
= (和 +spBi(e) + 人 ( 卫 + eps(s) ) sy 十 (10 + eps)z 一 
一 (50 十 sBM(e))xy+ 十 62 十 ss(s))y5， 
其 中 oi 一 5 十 5， pi(s)， …'， 有 Bi(s) 是 s 的 多 项 式 ; 
f= = 芯 - 守 十 2ooo 一 一 类 十 4oio5 一 20t )zy 二 《一 8al 十 6pioa 一 3cat)x7y 十 
2 2 .3 3 22 11 ， 4 
+ 荆 (一双 站 + (一 到 mi + 6omm 一 芋 加 joy 


四 24oim 十 2oi] zy 二 + (如 本 一 sam 十 9 加 一 2am)y 


=( 一 全 一 二 十 2 十 二 sx5y 十 《一 10 十 syYIK6))xsy 十 包 十 syxs) 】 zay? 十 


:人 ( + 二 (一 2 二 se 十 (二 es( 中 7 


其 中 Ts)， ?Cs)， 二 7s(5) 是 关于 扣 的 多 项 式 . 
在 一 10-m 国内 R. 起 决定 性 作用 的 项 是 巡 十 多 , 故 与 已 相同 的 姓 明 可 得 出 甩 一 10- 
在 r 王 10” 内 有 了 唯 一 的 单 闭 分支 . 


2 | 
我 仿 来 起 明 |， > 0， 


人 





一 -一 一 


一 y 十 2xy 一 多 十 xx 一 20xy) 十 
2 Bxr dz By 4 Brx 于 人 ?1 


Fr _( ? ( 44 2 CN 
十 一 z(xz 一 (5 十 s)xy 一 只 十 ]y) 一 一 从 士 品 e 十 二 sc(xs 十 和) 十 
(x )xy 一 》 yj 区 二 闻 (xz 十 多) 


3fx 一 > 
二 7 二 (x (5 十 5)xy P+i(z 二 起 


=( 一 从 + 1 ) sx 十 y) 十 2 y)， 











> 期 秦 元 动 等 : 在 平 壬 点 附近 dx/z 一 P, dy/a 一 9 出 现 三 个 极限 环 的 例子 221 





exe 9 <| 缆 Co 一 门 + 玫 吕 一 G+9a 一 |+ 
十 区 《 2 二 , 吧 |; 15z y | 


| 一 1045， [ 一 104.75， 





| 跑 CGey 一 站 + 一 Te 一 四 |<mm 











又 “8E:，85: 的 项 数 < 13， 其 最 大 的 保 数 < 10， 
芝 ey 
8 < 13.107(1L 十 驮 十 十 站 )， < 13.107r(1 十 > 十 "十 六)。 
多 和 
在 一 10-& 上 101 <ry < 10-%, 代入 5 一 一 10-71， 
到 > (- 9  ( 壮 为: 一 千 10- 吧 ) 10-71 (一 ) 一 | 严 ;| 
10 A/ 2 


| 到 ,| < 105.(10-%)7 十 10-t.104.10-la0(1 十 二 19.13*10(101(1 开 、 二 下 





好 F， 10-6r 全 网 汪 一 1Six 一 把 
dz 30 30 1083 -10 又 10 -10 10437 
分 . 王妃 十 1 十 1 三 10 其 中 
fa 一 % 十 y， 





(1 4。 +) > 


Fa 一 0 一: 


如 一 (1 十 5)x3 一 2zy 十 了 (6 十 e)y?， 





甸 一 和 二 和 + sy 一 人 + 2(5 十 9) cy 一 人 二 二 7 
很 容易 征明 玉 = 10- 史 在 * = 10-z. 图 内 有 唯一 的 单 并 的 实 分 支 ， 因 这 时 字 与 过 十 
六 = 10- 虽 相差 很 少 ， 
di exr dz ey di 


+9i va- (5 寺 二 (> BF y 2 ) 
5 (YY 一 《5 由 6) 一生 广 中 就 





了 (十 的 十 (2 +5)oy 一 六 二 


= (Cx 十 史 ) 十 到 (zy)， 


| 四 | < | 人 ((2 二 5)xy 一 妈 ) 十 5 一 G+eoy 一 好 +| (zx 吕 o5 2 


< 10 和 十 2.102| 人 |2CL 十 > 十 入) 
在 丙 = 三 10- 呈 上 有 10- 到 二 二 10- 允 ， 
dF; | < 





dt | -orem 3 AM 2 ) 赤 | 四 | 


中 1 2 
< 一 1 咖 ( 寺 - 革 一 世 +…))<o 
革 : 直 1 1 1? 4 








7 有 


wma 二 人 下 rn 


ww 二- 
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再 合 ” 玉 一 好 十 见 一 10 


全 一 NMx2 十 ) 十 2x(2xy 一 好 ) 十 2yGs2 一 5xy 一 邦 ) 十 2(05x2y -= Ex)， 
t 


在 民 一 10-0 上 上 1079 < yy < 10-20， 


Pi 


> 10-20.10-1a02 一 20.10-90.10-20 一 2(10-7 十 10-25)10-90.10~ 1 一 


> )2 一 20"3 一 2(|15| 十 |s|)r > 














or 一 “ 绷 一 263 
= 10 (-: 二 -10 十 10-23)) > 0. 
因此 得 
全 站 人 9 2 | 
8 Fa=10 一 2 ld6 1PF:=10 一 181 2 | Fe=j0 一 24 
4 |， ww > 9, 故 在 = 0,y = 0 的 附近 如 果 没有 其 它 的 奇 点 时 就 证 明 出 现 三 个 极限 
环线 , 井 且 恰恰 只 有 三 个 . 


(42) 的 奇 点 是 联 立 方程 
人 一 十 2xy 一 多 一 0， 


《和 3 
光 十 所 一 5xy 一 多 一 0 可 天 


: 人 0 








及 。=5 士 V24，，= 一 3 十 2V24 
13 13 


因此 除 原点 外 其 余 三 个 奇 点 公 在 * = 二 之 外 . 


【“B2z) 的 奇 点 是 联 立 方程 
一 ?十 2xy 一 多 十 Mr 十 5xy 一 0， 
t % 十 入 一 58y 一色 十 ]y 一 ex 一 0 《4D:， 
的 解 .(D2:) 的 解 看 成 两 条 曲线 的 交点 ,因为 人, 5, s 都 很 小 ; 故 (C:) 的 两 条 曲线 的 交点 应 
当 与 人 D:) 的 相差 很 微 ; (2:) 的 四 个 奇 点 除 (0, 0) 外 应 当 人 至 在 * = 10 一 之 外 ， 妖 天 证 明 
如 下 : ; 
《D:) 可 写成 





M 一 十 (2 十 6)xy 一 电 三 0， 
xx 十 My 十 Y 一 (5 十 c)xwy 一 风 一 0. 
在 (D,) 中 消去 *, 从 第 一 式 中 解 出 
是 


《D2) 





人 十 (2 十 6)y 
代 太 第 二 式 以 = 5 + e, 8 = 2 十 5 整理 之 得 、 
(1 一 Ba 一 o) 六 二 (ax 十 2 一 Ba 十 ao2 一 有 BA)Y 十 
十 (xc 二 1 十 十 2oaN 一 B 一 12)y 十 人 十 2 王 0， 
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或 
(一 13 二 AD)7 二 (一 6 十 An)Y 十 (3 十 Ai)y 十 人 十 人 一 0， 
其 中 AuwAi,A 是 关于 e, 65, 的 多 项 式 , 其 最 低 次 项 是 二 次 的 ， 可 以 验证 它 的 三 个 根 分 别 


位 于 下 面 三 个 区 间 : (j, 0),( 一 1 一 土 )，( 革 ， 蕊 ). 在 一 1<y<< 一 于 中风 全 


放 x 的 值 介 于 最 大 最 小 值 之 间 , 故 位 于 人， 1 ): 在 2 二 时 * 位 于 (《 二 ) 


飞 从 (D)) 中 消去 》， 解 出 


一 (人 一 1)x 十 季 
(7 十 6 十 s)x 一 (1 十 人 )- 





3 


代 基 CD:) 中 的 第 一 式 得 
(一 13 十 Al)x3 十 (一 3 十 关 )x2 re 
其 中 Ai'G = 1,2,3,4) 是 关于 s, 6, 人 的 多 项 式 其 最 低 次 项 是 一 次 的 ， 由 上 面 我 们 已 知 写 


的 两 个 根 分 别 位 于 ( 0， 二 )， 人 1 ) 区 间 之 中 , 故 由 根 与 傈 数 的 关系 知 第 三 个 根 必然 位 


0 一 俱 
于 ( 号 ， + ) 之 中 因此 三 个 奇 点 各 位 于 


人 
13 之 
1 冯 半 
圣 在 > 一 10- 之 外 . 
$4. 方向 场 的 旋转 5 员 
由 方程 
.和 
dt dt 下 

所 定义 的 方向 场 ,如果 旋 转 a 角度 , 它 可 以 用 下 面 方 程 输 出 : 

dx 


一 Pcosa 一 Osinw， 


灵 


7 一 Psinaw 十 Ocosoc， .要 
8 


将 方程 (B:) 所 定义 的 方向 场 转 ax 角度 ， 如 果 旋 转 以 后 的 方程 的 第 一 灵 近 似 出 现 中 心 时 ， 
则 《B2:) 中 最 靠近 原点 的 极限 环线 消逝 了, 并且 在 其 它 的 地 方 也 不 会 再 出 现 另 外 的 极限 环 
否则 ,如 果 跳 出 其 他 极限 环 , 则 必 为 偶 重 的 ,再 经 旋转 邹 破 为 两 个 极限 环 , 这 时 将 出 现 四 个 
极限 环 ， 这 与 不 多 于 三 个 极限 环 的 定理 矛盾 了 ， 因此 如 果 (〈Ba) 的 其 两 企 极限 环 不 因此 
而 磁 上, 则 畦 后 的 方程 就 有 且 仅 有 两 个 极限 环 息 . 

(Ba2) 的 第 一 次 近似 方程 


(FE2) 
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Cx 
yy 
dt 
2 一 x+]y， 
at 
纸 过 旋转 得 
笃 一 (Acosca 一 sin CQ )x < (cosaw 十 sin x )y， 
站 
人 一 (Xsina 十 cosa)x 十 (Xcosca 一 sina)y。 
才 
当 
Xcosc 一 snc 一 0， tg0X 一 人 ， 


就 出 现 中 心 . 换言之 ,如 果 方 向 场 转 x 一 tg 和 4aB2) 的 一 个 极限 环线 消逝 了。 如果 我 
们 能 证 明 $ 3 中 = 10 由 (E) 构成 的 导数 22 与 由 《3B2) 构成 者 符号 相同 时 , 则 襄 明 














(B,) 的 其 它 两 个 极限 环 冶 有 厂 上 . 
4 = 9Fa (pzosa -0sina) + Pa(pusinaza + Ocosa) = 
dt Ox @y 
BF， )= ( 巡 BF 下 党 本 和 
= ( 严 有 中 O jcosea 十 5y 下 二 2 o)sinc 
下 BF。 BF ( 妆 BF | 
一 十 
ca| 玛 及 86y O 5y ee Br ojiv 
其 中 cosa > 0,tgx 一 人， 双 
人 了 一 多 人 | 忆 [1 (在 也 二 10-181) 
的 
ZF: | 一 617 440 98 工 1 1 13 1 ( 1 
从 2 > Etait 3 
dt P 2 1 3 
一 lo- | > 0. 
“因此 如 果 
PP 一 允 一 7 十 (2 十 5)xy 一 多 ， 
O 王 xx 十 My 十 % 一 (5 十 <jxy 一 入 
5 0 了 
则 (E2) 有 且 仅 有 两 个 极限 环 徐 . 


$5. 灶 束 主 
“已 泰 元 动 在 [4] 中 证 明 过 如 果 .7 一 三，B、9 为 二 灵 多 项 式 出 现 二 灵 代 数 极限 环线 时 


则 只 有 一 个 极限 环 ,在 该 康 中 也 答 出 了 例子 .- 
dy 一 2(x 十 7 一 2)02x 十 7) 


一 





dx 6x 十 11xy 十 -5 帮 一 16x 一 127 十 6 
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具有 二 砍 代数 极限 环线 
4x 十 8xy 十 5% 一 16x 一 16y% 十 12 一 0， 
疙 是 唯一 的 一 个 极限 环 和 线 . 


因此 合 俐 $ 3 及 $ 4 之 畏 果 我 们 得 到 了 .42 一 对，P， 9 为 二 坎 多 项 式 在 平面 上 有 且 


六 
仅 有 一 个 ,二 个 和 三 个 极限 环 的 例子 
由 上 面 的 作法 我 们 还 可 以 看 出 下 面 的 辕 葵 
定理 : 方程 
dx dy 


一 一 一 了 ， 


2 
dt dt 
其 中 P, 9 为 关于 *, y 的 二 砍 多 项 式 出 现 中 心 的 充 要 条 件 是 Di = D: = D: = D4 = 0,D， 
是 第 ; 个 焦点 量 ， 
诈 明 .必要 性 : 是 中 心 则 煌 有 D, 应 当 为 雾 . 
充分 性 : 如 果 不 是 所 有 的 D; = 0， 珊 如 Di 尖 0， 则 按 $ 3 中 的 作法 就 一 定 可 以 
作出 四 个 极限 环线 ,这 是 不 可 能 的 . 


湖 是 、: 汪 本 
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X YY)y 
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54 了 了 秦 元 动 ,具有 二 砍 代数 极限 环线 之 方程 ， 


aij1ytyj 


dy _ 0<i+j<2 


5 





科学 肥 录 ,第 二 短 (1957)。 


本 3 1xdy 


0 忆 1 十 1S2 
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CONCRETE EXAMPLES OF EXISTENCE OF THREE 
LIMIT CYCLES FOR THE SYSTEM 


系 z 
一 X:(x， 7y)， 7 一 yx(xyy) 


CHIN YUAN-SHUN ct 2!. 


(Iastitute of Ma 夫 enzaticry，d4eedem 记 Sizpice) 


人 ABsTRACT 


Method of construction of concrete examples for existence of limit cycles for the system 


dx dy 
= 人 人 人 Y 》 
人 zx，?y) FA 


where XCxzy) and Yaz(x,y) are polynomijals of x and y -of second degree js given。 Based 
on this method a concrete example js given as follows. 


E Yx(x， y)， 





一 ie 一 7 十 (2+8)zy 一 儿 ， 
玫 


人 一 x 十 米 十 只 一 (5 十 ezy 一 久 ， 

下 四 

where 人 一 10-，5 三 一 10- 双 ， 上 一 一 10-3，and it is shown that this system ossesses 
three Jimit cycles around the origin (0，0)，hence also on the whole xy plane。 urthermore， 
it ia showa that by rotating the vector field an angle & 一 tan 一 人 ， the resulting ” system 
possesses two and only two limit cycles on the whole xy plane。 


ee 
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